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HAUPTAUFSÄTZE 


Allgemeine Betrachtungen über die Strömung 
zusammendrückbarer Flüssigkeiten’). 
Von L. Prandtl ın Göttingen. 


Vorbemerkung. Die Königliche Akademie von Italien hat mir den ehrenvollen Auftrag 
erteilt, die Verhandlungen des diesjährigen Volta-Kongresses dureh einen Vortrag zu eröffnen, 
der als Einführung in das Gebiet der Strömung kompressibler Medien dienen soll. Mit Rück- 
sicht auf die für den Vortrag zur Verfügung stehende Zeit will ich auf die Schilderung der 
historischen Entwicklung dieses Wissengebietes vollständig verziehten, und ich will auch die 
schr bekannten Dinge übergehen, die an die in der Hydraulik übliche eindimensionale Be- 
trachtung der Vorgänge anknüpfen, wie z. B. Ausfluß aus Mündungen, Vorgänge in einer 
lavaldüse usw. Ich will mich vielmehr ganz darauf beschränken, von einem modernen Stand- 
punkt aus, anknüpfend an die Differentialgleichungen der kompressiblen Strömungen, die 
wichtigsten Eigenschaften dieser Strömungen aufzuzeigen. 


1. Vorbereitende Betrachtungen. Die Beurteilung der Flüssigkeitsbewegungen, die auch 
bei Volumbeständigkeit schon gerade verwickelt genug sind, wird durch das Hinzutreten der 
/usammendrückbarkeit noch weiter erschwert. Man ist deshalb in den meisten Fällen, wenn 
man die Zusammendrückbarkeit berücksichtigen will, zu Vereinfachunzen in anderer Riehtung 
zezwungen. So wird man hier im alleemeinen die Zähiekeit vernachlässigen müssen und also 
eime reibungsfreie zusammendrückbare Flüssiekeit betrachten. Es soll hier noch weiter angeeo- 
nommen werden, daß die Diehte der zusammendrückbaren Flüssigkeit nur vom Druck allein 
abhängt, also Inhomogenitäten von der Art, wie sie z. B. dureh eine von außen durch Leitung 
zugeführte Wärme oder dureh Verbrennungsvoreänge im Innern entstehen, ausgeschlossen 
werden. Wir nehmen an, daß der Zusammenhang zwischen dem Druck p und der Diehte o 
stetie und monoton sein soll. 

Für diese reibungsfreie homogene zusammendrückbare Flüssigkeit eilt nun ebenso wie 
'ür die reibungsfreie homogene unzusammendrückbare Flüssigkeit der Satz von Lagrange, 
daß eine Flüssigkeit, die sich drehungsfrei bewegt, dauernd drehungsfrei bleibt. Der Satz 


!) Vortrag auf der von der Königlichen Akademie von Italien veranstalteten „Volta-Tagung“* 29. September bis 
Oktober 1935 in Rom. Diese Volta Tagung war eine internationale Zusammenkunft von Fachleuten des Fluges mit hohen 
(eschwindigkeiten. Eine Gruppe der Vorträge befaßte sich mit den Strömungsgesetzen für die hohen Geschwindig 
Der vorliegende Vortrag sollte die Zuhörer in diesen Gegenstand einführen urd auf die speziellen Vorträge 

er Gruppe vorbereiten. 
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eilt allerdings, wie bemerkt werden mag, nur für stetige Bewegungen. Bei Geschwindigkeite 
oberhalb der Schallgeschwindigkeit kommen nämlich unstetige Bewegungen vor, die mit eineı 
niehtumkehrbaren Verdiehtungesvorgane verbunden sind, der eine Entropievermehrung m 
sıch bringt. Hierdurch wird ım allgemeinen die Homogenität zerstört und es wird dadure| 
für diejenigen Teile der Strömung, die stromabwärts von der Unstetiekeit liegen, di 
l,aerangzesche Satz im alleemeinen unanwendbar. 

Da der Ruhezustand als ein Spezialfall der drehungsfreien Bewegung anzusehen is! 
ist also, wenn man von dem eben erwähnten Ausnahmefall absieht, eine aus der Ruhe heravı 
berinnende Strömung einer zusammendrückbaren Flüssigkeit, sei sie stationär oder nicht 
stationär, eine drehungsfreie Bewegung. Drehungsfreie Bewegungen können aber immer dure| 
ein Gesehwindigkeitspotential dargestellt werden derart, daß die Geschwindigkeit der Gradien! 
dieses Potentials Ist 


vw grad®d. re SR EA Er ee 
oder in Komponenten 
ad a» ao» 
nz " ' m a2 Var SEHR BR Bil . (la) 
VB; 07, 02 


Kür derartize „Potentialbewezungen" der homogenen reibungsfreien Flüssigkeit gilt nun die 
Bernoullische Gleichung: 


OP. w? 
ERTL EIN  e Pr 
dp „. ' en EU \ 
Dabei bedeutet PP \ die „Druckfunktion“ und U die Kräftefunktion, im Falle der Erd 
‘ 
schwere U yz: f(f) ıst eine willkürliche Funktion der Zeit. Als weitere Gleichung hat 


man die Kontinuitätseleichung zu beachten, die der Ausdruck für die Konstanz der Masse ist. 
Man kann entweder ausdrücken, «daß ein dauernd von denselben Flüssiekeitsteilchen be- 
erenztes Volumenelement auch dauernd dieselbe Masse besitzt, oder aber die Aussage machen. 
daß der Masseninhalt eines raumfesten Volumenelements sich zeitlich ändert um den Betrag, 
der mehr einströmt als ausströmt. In beiden Fällen gelangt man zu der Gleichung 


Oo 


N} N ee GE Er  - ° 


IHierin kann noch dıv (oWw)  o dıvy w + wu»grado gesetzt werden (o ist das Zeichen des skalaren 
Produkts). Gl. (2) und (3) definieren nun im Zusammenhang mit (1) unser Problem. Wenn 
man von meteorologischen Anwendungen absieht, so spielt im allgemeinen die Schwere bei 
den zusammendrückbaren Strömungen eine sehr untergeordnete Rolle. Es mag deshalb das 
Glied mit 7’ hier immer vernachlässigt werden. In dem bei der Akustik vorlieeenden Falle 
kleiner aber rasch veränderlicher Gescehwindigkeiten können die quadratischen Glieder 
= in (4. (2) und wogrado in Gl. (3)) vernachlässigt werden. Unter Berücksichtigung von 


Gl. (1) und wegen div gerad P IP wird dann aus (9) 
Vo | / N i 
n » IP» De an el ee © Se Eee Se SE Se ee Ze u). 
of - “ 


(l. (2) soll nun nach der Zeit differenziert werden. Dabei kann 


Q / | d p Q () ec h [) \ 
. ee ze . 
of 0 dd O of 0 of . R . . . . s . . . . . . . . (za 
dp BER a 
geschrieben werden. I hat nämlich die Dimension eines Geschwindigkeitsquadrats und se 
(oO 
deshalb €” geschrieben, wobei die Geschwindigkeit e noch eine Funktion von o ist. fi 
ist, wenn im Unendliehen Ruhe herrscht, eonst zu setzen. Von der differenzierten Gl. (2 
bleibt also übrıe 
"od e 00 


ee. in een rn een ai ae TI u Be Et a re 
or o of ( 


Die Verbindung von (3a) und (4) liefert nunmehr 
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‘+ bekannte Differentialgleiehung der Akustik. Eine bekannte Lösung dieser Differential- 
'siehung ist die ebene Schallwelle, die der Gleichung 


eerrle-—- eh. .:. : a a. .: Baplı A 3 ee) 
ıtspricht, und die, bei ganz willkürlicher, dureh die Funktion F gegebenen Wellenform, mit 
»r Geschwindigkeit e fortschreitet. Eine andere Lösung ist die Kugelwelle, deren Gleichung 
3 u 
Baer ee tee 
5 
utet. Hierbei bedeutet r den Abstand von einem Zentrum. Das Potential für die Zylinder- 
velle ist weniger einfach. Es kann geschrieben werden: 
(dA: 
[(&) > > (S). 
Jylet— E)’ —r' 
-1 


Die Bedeutung der Geschwindigkeit e als Ausbreitungszesehwindigekeit der Wellen geht aus 


allen diesen Beispielen deutlich hervor. Man pflegt diese Geschwindigkeit, die nach obigen 


noch eine Funktion der Diehte ist, die Schallgeschwindigkeit zu nennen. Daß sie ın 
Jen vorstehenden Gleichungen als eine Konstante behandelt wird, zeigt deutlich, daß «die 
lösungen nur Näherungen für sehr kleine Schallamplituden sind, wo die Dichte nirgends 
viel von der Ausgangsdichte o, abweicht. Für endliche Amplituden muß auf die genauen 
(il. (2) und (3) zurückgegriffen werden, und es ergibt sich dabei das zum ersten Male von 
kiemann [1] erhaltene Resultat, daß die verdiehteten Stellen sich schneller fortpflanzen als 
lie verdünnten und deshalb die Vorderfront der Wellen im Fortschreiten immer steiler wird, 
his sie schließlich in eine Unstetiekeit ausartet, die man als „Verdiehtungsstoß* bezeichnet. 
Da in den verdiehteten Bereichen das Gas vorwärts strömt, in den verdünnten dagegen rück- 
wärts, der Verdiehtungsstoß aber mit Geschwindiekeiten fortschreitet, die sich nieht stark von 
ler Schallgeschwindigkeit unterscheidet, ergibt sich, daß die Relativgeschwindigkeit zwischen 
dem Verdiehtungsstoß und dem verdichtetem Bereich kleiner und diejenige zwischen dem 
Stoß und dem Bereich der kleineren Diehte größer ist als die Schallgeschwindigkeit. 


2. Stationäre Potentialströmung. Über die nichtstationären.Schallbewegungen mit kleinen 
Strömungswegen mögen diese qualitativen Erörterungen hier genügen. leh wende mich jetzt 
dem Hauptthema meines Vortrages, der stationären Potentialströmung, zu. Wenn wieder die 
Schwere vernachlässigt wird, so nehmen die Gl. (2) und (3) die Form an: 


10° 
ar... er 
und 
’ | ” 
divw+-—-wogrado=0 . ... 22 2 1 1 2 2. (3b). 
[B) e 
Man kann nun 
| I do 
grado “eradyp „grad P 
DB ° ” 0 dp ra 
setzen und grad P aus (2b) entnehmen. Damit ergibt sich 
ID” 
dıv w Ser 5 ae ii AR era 


IL ’ ’ \ 3 
Dabei kann wograd „ wie folgt in den rechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten u, v, 


veschrieben werden. Es ist 


10° Ä ‚ou „o®v „om 
voora«e of Do !v u“ - 1" + ge” 
” 2 Our 7; 02 
| E u.,0o® ı or E Om om Om 
rum -r ua, | . mu | 
oy 0, 02 0y 0x 02 


(1. (9) erhält dadurch, in Koordinaten ausgedrückt, die Form 


ir . -)——; |uv + rm mu rm ve 
0r\ e” Oy\ 0 "2z =) 07, 02" 7; . 
| ’ az ‚ t FE ou Or 
n dieser Gleichung ist von der durch die Drehungsfreiheit bedingten Beziehung : £ 

( „ ( 


nd den entsprechenden Beziehungen für die anderen Komponenten Gebrauch gemacht.) 
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Aus dem Bau von Gl. (9) bzw. (9a) ıst sofort zu erkennen, daß in allen Fällen, in denen 
die Gesehwindigkeitskomponenten sämtlich klein sind gegenüber der Schallgeschwindigkeit. 
ou , Or Om 


die Beziehung sich auf divw=0 oder „0 reduziert. Wenn die resultierend: 
027 


0x od Y 
Geschwindigkeit zwar nieht mehr verschwindend klein gegenüber der Schallgeschwindigkeit 
ist, aber doch kleiner als diese bleibt, so werden zwar die quantitativen Beziehungen geändert, 
der Charakter der Bewegung bleibt aber jedenfalls demjenigen der inkompressiblen Strömung 
durchaus ähnlich. Um zu erkennen, was die Gl. (9) für Strömungsgeschwindiekeiten von deı 
Größenordnung der Schallgeschwindigkeit selbst aussagt, kann man das Koordinatensystem 
so legen, daß die „--Achse im Koordinatenursprung mit der Strömungsrichtung zusammenfällt 
Dann ist in der Umgebung des Koordinatenursprungs nur die Geschwindigekeitskomponente « 
von der Größenordnung von e, die Geschwindigkeitskomponenten » und w sind aber klein 
vegenüber e. Die Gl. (Ya) reduziert sich dabei auf 


Om | u | Or NETZ 


ei Tr 0 As 2 mu tree AN ze 
ur Cj ) „ Q zZ 


ls sei nun angenommen, daß « in der Strömungsriechtung anwächst, was einem Druckabfall 
\ 


. . * . ® ( Hu bei ® r 7 #r. ı 4 

in dieser Richtung entspricht. Dann ist | , positiv. Zur Erfüllung von Gl. (10) wird also 
( X 

( " 0 m ® 6) . ® nd ® hd er} . [77 hd Y yr 

ta, negativ, wenn «?<e” ist, es wird dagegen positiv für «> ec” und es wird Null für 

7 02 : 

„” 0”, Das heißt aber in Worten, daß die Strömung mit zunehmender Geschwindigkeit 


konvergent verläuft, wenn die Geschwindigkeit kleiner als die Schallgeschwindigkeit ist, 
dagegen divergent, wenn die Geschwindigkeit größer als die Schallgeschwindigkeit ist, und 
daß ferner, wenn die Geschwindigkeit gerade die Schallgeschwindigkeit durehschreitet, der 
betrachtete Stromfaden seinen (uerschnitt nicht ändert. Diese Feststellung stimmt völlig 
überein mit dem, was durch elementare Betrachtungen für die Strömung in einer Laval- 
Düse erhalten wird. Auch dort findet man, daß, wenn der Druck im ganzen Verlauf der 
Düse dauernd sinkt, die Geschwindigkeit in dem konvergenten Teile der Düse kleiner als die 
Schalleesehwindiekeit und im divergenten Teile größer als die Schallgeschwindiekeit ist. Die 
Schalleesehwindiekeit wird gerade da überschritten, wo der Querschnitt der Düse sein 
Minimum hat. 


Die Gl. (10) lehrt aber noch mehr. Führt man die Beziehungen der Gl. (1) ein. so 
ereibt sich 
M N" .®» D 
7511 elta ee ee 34° 


ür die Betrachtung der näheren Umgebung eines bestimmten Punktes genügt es, für u seinen 

Mittelwert in der betrachteten Gegend einzusetzen. Man erhält mit dieser Vereinfachung 

eine sehr bekannte partielle Differentialgleichung. Diese ist für den Fall, daß der Ausdruck 
n” 


| » positiv ist, vom elliptischen Typus, also durchaus verwandt der Differentialgleichung 
= 


der volumbeständigen Strömung. Ist aber 1 ; negativ, was dann eintritt, wenn die Ge- 
schwindigkeit «# größer ist als die Schallgeschwindigkeit, so schlägt der Typus in den 
hvperbolischen Typus um. Man weiß nun aber, daß die Lösungen der partiellen Differential- 
oleichung vom elliptischen Typus im Innern des Bereiches immer regulär sind, daß dagegen 
diejenigen vom hyperbolischen Typus auch im Innern unstetige Lösungen zulassen, wobei die 
Unstetigkeiten quer durch das Gebiet entlang den sogenannten Charakteristiken der Differential- 
eleiehung verlaufen. Das Typische dieser beiden Fälle tritt aus der folgenden Betrachtung 
sehr gut hervor, die an die bekannte Singularıtät der Quellströmung in der inkompressiblen 
A 

+ +2R 

Ks sei die Frage gestellt, wie das Potential einer solchen Quellströmung aussieht, wenn 
der (uellströmung eine konstante Geschwindigkeit von der Größenordnung der Schall- 
veeschwintdigkeit überlagert wird. Die Aufgabe sei dadurch vereinfacht, daß die dureh die 
Quelle hervorgerufenen Zusatzgeschwindigkeiten klein sein sollen, wodurch die Gl. (10) bzw. 
(Va) anwendbar wird. Um die Singularıtät für diesen Fall zu finden, kann man ein Bezugs: 
system anwenden, in dem das ungestörte Medium ruht und der Quellpunkt sich mit der 
konstanten Geschwindiekeit t, bewegt. Man kann zunächst von einer sich nach allen 
Seiten kugelförmiz ausbreitenden Knallwelle ausgehen, deren Potential man erhält, wenn man 
in Gl. (7) eine Funktion f anninmt, die nur innerhalb eines schr kuizen Intervalls von Null 


"lüssigkeit [9 anknüpft. 
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rschieden ist, außerhalb dieses Intervalls aber verschwindet. Es entspricht dies dem Fall, 
(5 ein kleines Volumen sich plötzlich etwas zu vergrößern beginnt und dann die neue Größe 
»ibehält. Man kann nun annehmen, daß eine kontinuierliche Folge von solehen kurzen 
ypansionsvorgängen in der Weise vor sich geht, daß das Zentrum der Expansion mit der 
‚eschwindigekeit «, im Raume fortschreitet. Da es sich hier um Schallausbreitungsvorgänge 
‚ındelt, die der Differentialgleichung (5) gehorchen, kann das Potential dieses Vorganges 
veren der Linearität dieser Differentialgleiehung durch Überlagerung der Potentiale der 
inzelnen Knallwellen aufgebaut werden. Die Rechnung, die hier übergangen werden möge, 
ührt, wenn der Vorgang schon hinreichend lange andauert und der Expansionsmittelpunkt 
ich augenblicklich im Koordinatenursprung befindet, zu der Formel 


A 
D LTE ; © 


Y U 65} . 
| +1 22 \r + 2°) 
Wenn «, kleiner als die Schallgeschwindigkeit e ist, so ergeben 
sich als Flächen konstanten Potentials an Stelle der Kugeln, 
die man bei volumbeständiger Flüssigkeit bekommen würde, 
abgeplattete Rotationsellipsoide. Je näher die Geschwindigkeit 
», der Schallgeschwindigkeit kommt, desto stärker abgeplattet 
werden die Ellipsoide. Überschreitet aber u, die Schallge- 
schwindigkeit, dann ist die Lösung nur innerhalb eines Kegels 
von einem Öffnungswinkel «a von Null verschieden, der sich aus 


te a + 





oder 


sına= + ee et 


47 


bestimmt. Man erhält dieses letztere Ergebnis auch, wenn man den augenbliekliehen Ort der 
einzelnen Knallwellen untersucht (vgl. Abb. 1). Der Winkel a wird Machscher Winkel 
oenannt. (Es mag hierbei bemerkt werden, daß im Falle «,„<e die Knallwellen den Raum 
nach allen Riehtungen hin erfüllen, während sie im Falle «„>e lediglich den Kegel von 
Abb. 1 erfüllen.) Die Flächen konstanten Potentials sind für «,> e zweischalige Hyperboloide, 
die den erwähnten Kegel zum Asymptotenkegel haben. Nur eine der beiden Schalen hat 
indes, wie aus der hier geschilderten Entstehung des (uellpotentials aus den Knallwellen 
oline weiteres ersichtlich ist, physikalische Realität. In dem Fall, daß durch Überlagerung 
mehrerer solcher Quellströmungen ein weiteres Potential aufgebaut werden soll, ist zu be- 
achten, daß überall außerhalb des angegebenen Kegels das Potential der einzelnen (Quelle 
rleich Null zu setzen ist und nur innerhalb des Kegels die in Formel (11) angegebenen 
Werte annimmt. 


3. Strömungen mit „Unterschallgeschwindigkeit“. Linearisierte Theorie. Formel (11) läßt 
eine Beziehung allgemeinerer Art für die Lösungen der Differentialgleichung (10a) erkennen, 
die nun noch besprochen werden soll. Man kann für den Fall der Unterschallgesehwindigkeit 
jede Lösung dieser Differentialgleichung mit einer Lösung der Differentialgleichung der 
volumbeständigen Potentialströmung 


"DD © D | Fo 


u 1 -t35 =D 
Ö 5 Ö 7 Ö ie 
ın Beziehung setzen, wenn man z. B. 
2 U, PR U - 
=; n—=ylV il =; (= I - (13) 
73 r 


setzt und den zugeordneten Punkten der beiden Räume die gleichen Potentialwerte erteilt (2). 
Voraussetzung ist natürlich wie bei der Differentialgleichung (10a), daß die aus dem Potential 
Ibgeleiteten Zusatzgeschwindigkeiten klein sein müssen gegenüber der Grundgeschwindigkeit ır,. 
Die Anwendung ist also nicht erlaubt bei Strömungen, in denen ein Staupunkt vorkommt, 
a hier die Abweichung von u, ebenso groß ist wie «, selbst. Sie ist aber erlaubt bei der 


0 


Strömung um sehr schlanke mit einer Spitze oder Schneide beginnenden Formen und kann 
ter gute Dienste tun. Wenn man eine Potentialströmung 2, für die volumbeständige 
lüssigkeit besitzt, so erhebt sich zunächst die Frage, wie die umströmte Kontur aussieht, 
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die dem nach der obigen Regel übertragenen Potential der kompressiblen Flüssigkeit ent 


) >: dy 2 ’ N £ " Io® 
spricht. Die Neigung /' kann in hinreichender Annäherung BR, 2 gesetzi 
n; 7 7 104 
‚an Io» .o®P 0» w. : 
werden. Entsprechend ist , iz 5: | „ Ist also 
ds: 0 N On 6° 
dy dı f Un 
dr Ad: e 
: : 4 . . au o . r PN . Hy 
Dann ergibt sieh, daß die ganze Kontur annähernd’) im Verhältnis Fe: - schlanker ge- 


macht werden muß als bei den gleichen Potentialwerten der volumbeständizen Strömung und 
ebenso der Anstellwinkel im gleichen Verhältnis verkleinert werden muß’). 

ls interessiert noch der Druckverlauf an der Oberfläche. Dieser ist nach der 

7 "P 
Bernoullischen Gleichung beherrscht durch das Glied ou u wofür wir ou, Nr? 
können. Da wir £-.,r gesetzt hatten und P an den entsprechenden Punkten den gleichen 
Wert haben sollte, behält diese Größe ihren Wert bei der Übertragung bei: das gleiche eilt 
dann auch für die Drücke selbst. Es ist also auch zu erwarten, daß eine etwaige Gefahr 
der Strömunesablösung in beiden Fällen dieselbe ist. Man muß daraus den Schluß ziehen, 
daß, um Strömunesablösung zu vermeiden, die Konturen von Tragflügeln usw. immer flacher 
gemacht werden müssen und auch die Anstellwinkel entsprechend verkleinert werden müssen, 
als man sieh mit der Grundgeschwindiekeit «, der Schallgeschwindigkeit nähert. Die erreich- 
baren Höchstauftriebe würden dabei nach dieser Näherungstheorie die gleichen sein, die man 
bei volumbeständiger Strömung zu erwarten hatte. In Wirklichkeit zeigt sich, daß die Ver- 
hältnisse bei Annäherung an die Schallgeschwindigkeit merklich ungünstiger liegen, als diese 
Näherungstheorie aussagt. Als Grund dafür ist hauptsächlieh anzuführen, daß in Wirklichkeit 
die Zusatzgesehwindigekeiten durchaus nicht klein sind gegenüber der Grundgeschwindigkeit «, 
und es infolgedessen auf der Saugseite leicht Stellen geben kann, an denen die Schall- 
veschwindiekeit erreicht oder überschritten wird, wobei dann erhebliche Abweichungen 
eerenüber unserer Rechnung zu erwarten sind. 

Man wird vielleieht noch fragen, wie es zu erklären ist, daß bei Annäherung an die 
Schalleesehwindiekeit der «leiche Auftriebsbeiwert mit einem schwächer gewölbten und 
unter einem gerinzeren Winkel angestellten Profil erhalten wird. Die Erklärung ist die, daß; 
nach der obizen Transformationsregel das Potentialfeld und damit auch das Geschwindigkeitsfeld 


setzen 


u, 


in «den Riehtungen senkrecht zur Grundgeschwindigkeit sich im Verhältnis /] | 22 weiter 


ausdehnt und somit die im Verhältnis von I * eeringeren Vertikalgeschwindigkeiten ın 
(diesem vergrößerten Bereich gerade einen Gesamtimpuls von der gleichen Größe ergeben, 
wie es bei der volumbeständigen Strömung der Fall wäre. 

Für Grundgeschwindiekeiten oberhalb der Schallgeschwindigkeit läßt sich die Analogie 
natürlich nieht anwenden, da die Transformationsformeln (13) hier ein imaginäres Resultat 
ergeben, Hier müssen andere Methoden Platz greifen (siehe die Ausführungen in Nr. 5 und 6). 


4. Strömungen mit Unterschallgeschwindigkeit. Höhere Näherungen. Wenn eine größere 
Übereinstimmung mit der Wirklichkeit angestrebt wird, als es die linearisierte Theorie zu 
leisten vermag, kann man, entweder ausgehend von der Potentialströmung für volumbeständige 
Strömung oder aber ausgehend von Lösungen der Differentialgleichung (10a) mit schrittweiser 
Annäherung Verbesserungen bereehnen, die sieh aus der Anwendung der genauen Gl. (Ya) 
erzeben. Reehnungen der ersteren Art sind vielfach durchgeführt worden (3), (4), Rechnungen 
ler letzteren Art meines Wissens noch nieht’). Die praktische Durchführung zeigt, daß diese 

') Es max darauf hingewiesen werden, daß die Punkte der Kontur nieht der obigen Transformationsregel für 
das Potential entspreehen, die eine Erhöhung der y-Abstände für den Ort des gleichen Potentials verlangen. Der 
Schluß ist aber trotzdem zulässig, da bei der angenommenen Sehlankheit der Kontur die Unterschiede der Strömungs 


riehtung in den in Betracht kommenden, immerhin nahe beieinander gelegenen Punkten nur eine von zweiter Ordnung 
kleine Abweichung von dem oben erwähnten Resultat ergeben. 


Man kann, wenn man will, die Zuordnung auch so treffen, daß die Potentiale $ im x yz-Raum irgendein 
konstantes Vielfaches der Potentiale an den entsprechenden Punkten des <n<-Raumes sind. Wählt man das 


| Huy® . . d H 8 . . . . .. . D . 
1} | Yache, so wird / \ d.h. Profile und Anstellwinkel stimmen jetzt überein. Die Druckunterschiede 
/ .* (EX ÖS 
i i Hu® .. = ’ ui 
(siehe das Folgende) sind.dann im Verhältnis | ) " erhöht und die Ablösungsgefahr daher verstärkt. 


c* 
', Unter Anwendung eines Variationsprinzipes von Bateman [5] bat G. Braun [6] Lösungen in der Nähe der 
Schälleeschwindigekeit untersucht. 








EW 


Mt 


tz1 


= 


ne 


all 


lie 
nd 
ab 


| 


Ne 


ur 
er 


n 


m. 


in 


«ds 





d 16, Heft 3 m re > a u nn 
Juni 1936 Prandtl, Betrachtungen über Strömung zusammendrückbarer Flüssigkeiten 135 





schnungen ziemlich unbequem sind und nicht übermäßig gut konvergieren. Es ist deshalb 
ır bemerkenswert, daß es auch möglich ist, auf Grund einer elektrischen Analogie fort- 
‚hreitende Näherungen zu finden, durch die die Lösung mit guter Genauigkeit angenähert 
orden kann, allerdings nur dann, wenn an keiner Stelle die Schallgeschwindigkeit erreicht 
ird. weil in diesem Fall das Verfahren divergiert. Da dieses Verfahren von Herrn Pro- 
ssor G. J. Taylor ausgearbeitet worden ist und er uns bei dieser Tagung wohl selbst 
'cnaueres darüber berichten wird, will ich mich hier mit dieser Andeutung begnügen (7). 
Durch drei kurze Noten von den Herren Riabuschinski[S] und Demtschenk o [9], [10] 
ı den Comptes Rendus der Pariser Akademie 1932 ıst eine alte, in russischer Sprache 
eschriebene Arbeit von Tschapligin [Il] aus dem Jahre 1904 bekannt geworden, in der 
rezeiet wird, daß man im Falle der ebenen Strömung das Problem durch Transformation auf 
‚ue Koordinaten (rechtwinklige oder Polarkoordinaten) auf eine solche Form bringen kann, 
If es eine Potentialströmung zwischen zwei Platten mit im voraus fest gegebenem ver- 
inderliehem Abstande bzw. eine elektrische Strömung in einem Elektrolyten mit fest gegebener 
veränderlicher Tiefe darstellt. Die eine Koordinate y ist dabei eine Funktion des Verhält- 
nisses der örtlichen Geschwindigkeit zur Maximalgeschwindigkeit (die sich natürlich auch als 
"unktion des Verhältnisses der Dichte zur maximalen Dichte schreiben läßt), die andere 
Koordinate © ist der Richtungswinkel der Geschwindigkeit der ursprünglichen Strömung; die 
veränderliche Entfernung der beiden Platten ist dabei eine Funktion der ersteren Koordinate 
ıllein. Da es möglich ist, Lösungen für solche Bereiche, deren Grenzen sieh aus Linien 
eonst und © == eonst zusammensetzen, mathematisch zu berechnen, so hat man damit die 
Möglichkeit, diejenigen Aufgaben des Helmholtz-Kirehhoffschen Problemkreises, bei denen 
ebene Wände (Richtung © = const) und freie Strahlgrenzen (konstante Geschwindigkeit, also 
y-- eonst) vorkommen, auf kompressible Strömungen zu übertragen. Für ein besonderes Zu- 
standsgesetz, das allerdings in der Natur. nicht vorkommt, immerhin aber als Interpolations- 
formel für mäßige Diehteunterschiede verwendet werden kann, läßt sich das Problem sogar 
auf eine Potentialströmung gewöhnlicher Art in den Koordinaten 7 und © umformen. 
Demtschenko [10] zeigte u. a., daß bei der Kirchhoffschen Strömung gegen eine ebene 
Platte der Widerstand, wenn die Strömungsgeschwindigkeit gleich der halben Schallgeschwindig- 
keit ist, um rund 7° höher ist als der Kirchhoffsche Widerstand. 


5. Strömungen mit Überschallgeschwindigkeit. Linearisierte Theorie. Strömung um eine 
Ecke. Ich wende mich nun zu den Strömungen, bei denen die Geschwindigkeit größer ıst 
als die Schallgeschwindigkeit (sogenannte „Überschallgesehwindigkeit“). Wir können hier noch 
einmal an die Formel (10) bzw. (10a) anknüpfen. Wenn es sich um eine ebene Strömung 
handelt, dann lautet Gl. (10a) jetzt folgendermaßen: 


Fo» ji h | FD 


r Be (40h). 
Nr: a (10h) 
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Man kann sofort die allgemeine Lösung dieser linearisierten Differentialgleichung an- 
reben. Sıe lautet: 


®=-F,y-Ra+F,luwtageo). : : 2 2» 2 20020. 0. (A, 

wobeı wieder 
u? e-, . 
to u |] 2 l, also sin a = Re a N 


Nach den Überlegungen, die von der Gl. (9a) zur Gl. (10) geführt haben, ist Gl. (14) die 
Lösung für die nähere Umgebung eines Punktes, wenn die ‚-Achse des Koordinatensystems 
ın die Strömungsrichtung gelegt wird. Die Funktionen F, und F, unterliegen dabei nur der 
Beschränkung, daß die in der Differentialgleichung (10b) vorkommenden Größen existieren, 
sönnen sonst aber ganz willkürlich genommen werden. Wenn man als Funktionen F, und F, 
solehe nimmt, die einen wellenförmigen Verlauf haben, so stellt Gl. (14) also die Übereinander- 
\agerung von zwei sich unter den Winkeln +« gegenüber der Riehtung der mittleren Strom: 
inien kreuzenden Wellenzügen dar. 

Wenn man von hier aus zur allgemeinen Lösung fortschreitet, so wird man eine solche 
“ortpflanzung derartiger Wellenzüge erwarten müssen, daß an jeder Stelle der Gl. (15) mit 
'; - Betrag der dortigen mittleren Geschwindigkeit entsprochen wird. Da sich solche Wellen 
(uch photographieren lassen, vgl. Abb. 2, gewinnt man durch Ausmessung des Winkels 2a 


z . . r . PR r .. . C 

wischen den beiden sich kreuzenden Wellensystemen eine Aussage über das Verhältnis — 

0 

0s ıst allerdings zu beachten, daß e nicht die konstante Schallgeschwindigkeit des ruhenden 

‘ases Ist, sondern die mit dem Betrag von «, veränderliche Schallgeschwindigkeit des adıa- 
atısch abgekühlten Gases). Die Winkelhalbierende ist dabei die Strömungsrichtung. 
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Ks mag jetzt folgende spezielle Strömung betrachtet werden: Es sei in Gl. (14) F,=0 
F, sei für positive Werte des Argumentes y—- xztga gleich Null, für negative Werte s 
F —=/(y tea) In der Umgebung von Null kann man zunächst einen kleinen Übergane: 
bogen anordnen, man kann aber hinterher auch mit dem Krümmungsradius dieses Übergang 
borens zu dem Grenzwert Null übergehen. Um das ganze Potential zu erhalten, muß noe 
(las Potential der gleichförmigen Strömung, u,-x, addiert werden. In dem Gebiet = > yetg 
Ist dann die „-Komponente der Geschwindigkeit 
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ad ! - ap j 
7 u—itza, die „-Komponete ® BEN: ,. . 5 MB 
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Die Strömung unseres Beispiels ist also vor der unter dem Winkel a geneigten Grenzlinie 

y tea geradlinig und hat «die Riehtung der »-Achse. Hinter der Grenze ist sie ebenfalls 
geradlinig, aber mit einer Neigung zur „-Achse, deren Winkel 5 durch 

1 h / / 17 
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vereben ıst, vel. Abb. 5 und 4. Bezeiehnet man die Diehte und den Druck stromaufwärts 
der Grenze = .rtga mit o, und p,, den Druck unterhalb der Grenze mit p, dann ist an 
nähernel 

» Po OU (Mm H)Z0,U ‚tea ä ; i ; ; ; ö h - i (18) 


Unsere Strömung hat also längs der Grenze = .rtga einen Drucksprung (der durch Ein 
fügen der oben erwähnten Überganeskurve in die Funktion F, auch in einen stetig verlaufenden 
Druekanstieg verwandelt werden könnte). Die Beschleunigung der Flüssiekeitsteilchen erfolg! 
in der Richtung des Druckanstiegs, also senkrecht zu der Grenzlinie y - tea. Dieses 
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’osultat läßt sich auch unmittelbar aus der Gl. (16) ablesen, aus der sich die Riehtung des 
ektors der Gesechwindiekeitsänderung wie folet ergibt: 


" | 
tv a 
u U, to a 


»ositiven Werten von 4 und 5 entspricht eine Verdiehtung, negativen Werten eine Verdünnung. 

s mae hier aber sogleich hervorgehoben werden, daß die hier vorzeführte Rechnung an die 
inearisierte Differentialgleichung (1Vda) anknüpft und deshalb nur für kleine Druckunterschiede 
ınd daher kleine Ablenkungen eültie ıst. 

Was für größere Ablenkungen zu erwarten ist, läßt sich bereits deutlich ersehen, wenn 
an zwei Drucksprünge des gleichen Vorzeiechens in kurzen Abständen hintereinander an- 
immt und zusieht, was die Gl. (16) bis (15) dafür ergeben. Es zeigt sich, daß ım Falle einer 
Druckerhöhung die beiden Drucksprünge konvergieren, im Falle einer Druckerniedrigung da- 
seeen divergieren. Es ist nämlich (vel. Abb. 5) nicht nur die Strömung im zweiten Feld 
oerenüber dem ersten um den Winkel 5 gedreht, sondern es ist die Geschwindigkeit hinter 
‚ler ersten Verdiehtungswelle kleiner und infolgedessen der Machsche Winkel «a, größer als «,. 
Kür eine Verdünnungswelle dagegen ist die Geschwindigkeit hinter der ersten Welle größer 
und infolgedessen der Machsche Winkel kleiner. Die beiden Wellenfronten konvergieren 
bzw. divergieren demnach um den Betrag P+a, a. 

Der Übergang von dieser Betrachtung zu derjenigen einer stetig gekrümmten Strömung 
wird nun leieht in der Weise erhalten, daß die Ausgangsstromlinie (zerebene Wand, an der 
‚lie Strömung entlangläuft) dureh ein Polygon mit sehr vielen Seiten ersetzt wird. Von jeder 
eke dieses Polygonzuges geht eine Welle der betrachteten Art aus, wobei im Falle einer 
konvexen Wand Expansion und ein Divergieren der einzelnen Wellen auftritt, im Falle der 
konkaven Wand dagegen Kompression und ein konvergentes Wellensystem. In diesem letzteren 
Kalle kann es auch vorkommen, daß die Wellen sich vollends treffen. Die Verdiehtung setzt 
sich dann von diesem Punkt aus als unstetige Verdichtung von endlicher Höhe (sogenannter 
„Verdiehtungsstoß*) fort. Dieses Verhalten der von einer gekrümmten Wand ausgehenden 
Verdiehtungs- und Verdünnungeswellen ist vollkommen analog mit dem bereits erwähnten 
Resultat von Riemann für die ebenen Luftwellen von endlieher Amplitude. 

Wir erkennen im übrigen aus einem Grenzübergang zum Krümmungsradius Null, daß 
hei einer Wand, die eine konvexe Ecke von dem Winkel — 5 bildet (Abb. 6), die Strömung : 
bis zu einer um den Winkel «a, gegen die Richtung der Zuströmung geneigten Fläche dureh 
die Kante unverändert bleibt, dann innerhalb eines Winkels — 5a, - a, expandiert, wobei 
auf jedem Strahl der Druck und die Geschwindigkeit konstant sind und dann wieder in der 
Richtung — 5 in einer Parallelströmung mit konstanter Geschwindigkeit weiterströmt. Die 
1 
ent- 


. . r .. . . ’ .. Er) ® ı x | 0 
quantitativen Verhältnisse dieser Strömung für ein Gas, das dem Gesetz p: Po: | 

On 

spriebt, sind in der Göttinger Dissertation von Th. Meyer 198 [12] aufgeklärt worden. In 

em Fall einer konkaven Eeke ergibt sich ein Verdichtungsstoß, der zwischen den Winkeln 

a und 5—+a, liegt (vgl. auch unter Nr. 7). Die Strömung zeigt vor und hinter dem Ver- 


(iehtungsstoß je konstante Geschwindigkeit und konstanten Druck. 


6. Näherungsverfahren für die allgemeine zweidimensionale Überschallströmung. Ich wende 
mich nun zu dem Fall, daß die Strömung nicht nur von einer Wand her, sondern auch von 
der gegenüberliegenden Wand beeinflußt wird. Hier ergibt sich eine Durchdringung der von 
beiden Seiten kommenden Wellen, die sich auch gegenseitig aus ihrer ursprünglichen Riehtung 
ablenken. Die Verhältnisse werden hier am übersichtlichsten dargestellt, wenn man wie folgt 
vorgeht. | 

In derselben Weise, wie man bei gewissen Näherungsrechnungen eine Kurve durch eine 
Ireppenlinie oder ein Polvgon ersetzt, kann man sich vornehmen, die stetige Ablenkung der 
Geschwindigkeitsrichtung in einer Überschallströmung durch eine Folge von plötzlichen Ab- 
enkungen von der im Anschluß an Abb. 3 und 4 betrachteten Art zu ersetzen. Wenn man 
\abeı den Winkel 5 dieser Ablenkungen in allen Fällen gleich groß wählt, z.B. 2°, dann 
sommen überhaupt nur Geschwindigkeitsriehtungen vor, die sich von einer festen Richtung 
um ein ganzes Vielfaches von 5 unterscheiden, in dem Beispiel also um ein Vielfaches von 2°. 
Wenn man von einer bestimmten Überschallgeschwindigkeit ausgeht, so ergeben sich auf 
Grund der Th. Meyerschen Formeln auch ganz bestimmte diskrete Werte der Geschwindig- 
seit, die in diesem System auftreten können. Es empfiehlt sich nun, um eine bessere Über- 
sicht über die auftretenden Gesehwindigkeiten und Richtungen zu erhalten, alle in diesem 
»vstem möglichen Geschwindiekeitsvektoren von einem Punkt aus aufzutraegen. Wenn man 
unächst in dieser Abbildung diejenigen Zustände verfolgt, die dem bisher betrachteten Fall 

ıtsprechen, daß nur von der einen Wand Wellen ausgehen, so liegen in diesem „Geschwindig- 
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keitsbild“ alle zugehörigen Zustandspunkte auf einer einzigen Kurve, die gegebenenfalls auch 
hin und zurück durchlaufen werden kann (die diek ausgezogene Kurve in Abb 7). Das ganz: 
System der Geschwindigkeitsvektoren für den Fall, daß von beiden Seiten her Wellen in das 
betrachtete Gebiet eintreten, ergibt sich dann offenbar, wenn wir durch alle um 4° aus: 
einanderliegenden Punkten auf einem Kreise = const’) Kurven der gleichen Art sowie auch 
die gespiegelten Kurven ziehen. Alle so erhaltenen Sehnittpunkte stellen dann Endpunkte 
von in diesem System möglichen Geschwindigekeitsvektoren dar. 

Nach einer im vorigen Abschnitt aufgezeigten Beziehung steht die Riehtung des vek- 
toriellen Geschwindigkeitsunterschieds vor und hinter einer Welle senkrecht zur Wellenfront 
Diese Beziehung erlaubt nun für irgendeine Strömung, bei der in einem Eintrittsquersehnitt 
die Geschwindigkeiten nach Größe und Richtung zegeben sind und bei der an den beiden 
Seitenrändern entweder der Druck oder die Strömungsriehtung vorgegeben ist, das ganzı 
Strömungsbild zeiehnerisch zu konstruieren. Für den Fall eines permanenten Gases sind die 








Kurven der Abb. 7 Epizykloiden und es ist, wie Herr Busemann zeigen konnte, eine gute 
Zeichenhilfe für die Konstruktion der Richtung senkrecht zur Kurventangente mit Hilfe einer 
(drehbaren Ellipse vorhanden, so daß man die ganzen Aufgaben in bequemer Weise auf dem 
Zeichenbrett erledigen kann. 

Um etwa für die Strömung an einer geraden Wand die Strömungsrichtung längs der 
Wand konstant zu halten oder im Falle eines konstanten gegebenen Druckes gemäß dem 
Bernoullisehen Theorem den Betrag der Gesehwindiekeit konstant zu halten, muß man 
alle aus dem Inneren des strömenden Mediums an die Grenze gelangenden Expansions- und 
Kompressionswellen dort reflektieren lassen. Wie aus Abb. 7 leicht zu erkennen ist, werden 
an einer geraden Wand Verdiehtungen als Verdiehtungen und Verdünnungen als Verdünnungen 
reflektiert, an den freien Strahlerenzen dagegen Verdiehtungen als Verdünnungen und Ver- 
dünnungen als Verdiehtungen. Bei zekrümmten Wänden wird die Wand auch dureh ein 
Polvgon mit dem Kniekwinkel 5 ersetzt, und es gehen dann von Jedem Knick neue Wellen aus. 

Um bei der Konstruktion eine eute Übersieht zu behalten, ist es zweekmäßie, die 
einzelnen Epizykloiden zu numerieren, und zwar die eine Schar mit im Uhrzeigersinn zu- 
nehmenden Zahlen, die andere mit im Uhrzeigersinn abnehmenden Zahlen. Man erkennt 
leicht, daß dann die Differenz dieser beiden Zahlen ein Maß für den Winkel der Strömungs- 
richtung ist, die Summe der beiden Zahlen dagezen auf Radien konstant, mit anderen Worten 
eine Funktion des Betrages der Geschwindigkeit ist. Es mag hier angemerkt werden, daß 
zanz ähnlich wie es bei der Tschapliginschen Behandlung der Unterschallgeschwindigkeit 
der Fall war, wieder der Winkel der Strömungsriehtung und eine Funktion des Betrages der 
Geschwindigkeit bestimmen«d auftreten. Der gemeinsame Grund ist, wie kurz angedeutet 
werden möge, der folgende: 


"2? Betrar der Geschwindigkeit. 
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Man kann dureh eine Berührungstransformation die Differentialgleichung (Va) in eine 
che verwandeln, in der «, ® und »w die unabhängigen Veränderliehen sind, und man kann 
Fall der zweidimensionalen Strömung in der Ebene von « und » zu Polarkoordinaten 
‚ereehen und so den Radius und den Zentriwinkel dieser Polarkoordinaten als neue unab- 
ineire Veränderliche einführen. Wie schon der Bau der Gl. (9a) erkennen läßt, erreicht 
ın dureh die Berührungstransformation den Vorteil, daß die Differentialgleichung, da jetzt 


» Ausdrücke I „ usw. Funktionen der Koordinaten sind, in der abhängigen Veränderlichen 
Pr 


war wird. Durch passende Streekung der Radien, also Einführung einer Funktion des 
’(lius an Stelle des Radius selbst. hat man noch eine Möglichkeit der weiteren Vereinfachung 
or Differentialgleichung, von der Tsehapligin Gebrauch gemacht hat. 

Wenn man die Beziehungen zwischen der Wellenfigur in dem durehströmten Raum und 
om zugehörigen Geschwindigkeitsbild etwas näher analysiert, so findet man, daß jedem von 
wei Wellen des einen Systems und zwei Wellen des anderen Systems begrenzten Feld des 
Strömungsraumes im Geschwindigkeitsbild ein Punkt entspricht (da ja nach Voraussetzung in 
olem solehen Feld die Geschwindigkeit konstant sein soll). Umgekehrt entspricht auch einem 
Kreuzungspunkt zweier Wellen im Strömungsraum ein Viereck im Geschwindigkeitsbild, da 
ın dem Kreuzungspunkt im Strömungsraum vier Felder mit je verschiedener Geschwindigkeit 
‚usammenstoßen. Die beiden Figuren sind also in ähnlicher Weise reziprok wie ein Fach- 
werk und sein reziproker Kräfteplan. Die Verwandtschaft geht sogar noch weiter. Wie man 
die Verknüpfung des Fachwerks mit seinem Kräfteplan dureh die Airysche Spannungsfläche 
herstellen kann, so gibt es auch hier eine entsprechende Fläche, und zwar ist es das als 
»-Koordinate aufgetragene Potential P (x, y); der zur Aıryschen Fläche konjugierten Fläche 
über dem Kräfteplan entspricht die aus ? durch die Berührungstransformation erhaltene 
Kunktion ve —+ry - P über der «-v-Ebene. 

Durch die hier erläuterte zeichnerische Methode, zu der es natürlich aueh eine auf der gleichen 
Grundlage aufgebaute analytische Methode gibt, lassen sich alle ebenen Übersechallströmungen 
sehr bequem diskutieren. Anwendungen auf die Ausströmung aus Düsen, auf die Umströmung 
von windsehnittigen Körpern, Tragflügeln u. dgl. sind durchgeführt worden, vgl. etwa die von 
Ilerrn Busemann in der Stodola-Festschrift [13] oder in seinem Artikel im Handbuch der 
xperimentalphysik [14] wiedergegebenen Beispiele. Für die. rotationssymmetrischen Strö- 
mungen eibt es keine ebenso einfachen Methoden. Hier ist allerdings das Analogon zu der 
Strömung um eine Ecke, die Strömung um eine Kegelspitze von endlichem Kegelwinkel, von 
Busemann [15] zeiehnerisch und von G. J. Taylor und J. W. Macecoll [16] rechnerisch 
selöst worden. Lösungen für den allgemeinen Fall des mit Überschallgeschwindigkeit umströmten 
kotationskörpers sind, allerdings mit linearisierenden Näherungsmethoden, von Th.v. Karman 
und N. B. Moore [17] gegeben worden, die hauptsächlich für sehr schlanke Körper an- 
wendbar sind. 


7. Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit.e. Die in Nr. 3 und 4 dargelegten 
\lethoden für die Strömung mit Unterschallgeschwindigkeit konvergierten nur soweit, 
als nirgends die Schallgeschwindigkeit erreicht wurde. Die in Nr. 5 und 6 behandelten 
\lethoden für die Überschallgeschwindigkeit sind in gleicher Weise nur anwendbar, wenn 
ie Geschwindigkeit überall größer ist als die Schallgeschwindiekeit. Keine von den 
beiden Methoden gibt also Auskunft über die Art, wie die Schallgeschwindiekeit dureh- 
schritten wird. Dagegen gibt es seit längerem Lösungen für solche Fälle. Die erste in der 
Dissertation von Th. Meyer [12] gegebene wurde durch eine Potenzentwicklung nach den 
oordinaten = und y von einem Punkt aus erhalten, der auf der Kurve «= e lag. Es zeigte 
ich, daß das Strömungspotential von diesem Punkt aus entwickelt werden konnte, und die 
xperimentelle Nachprüfung zeigte gute Übereinstimmung der Wellenwinkel in dem Über- 
challteil der Strömung mit der Rechnung. Auf ein anderes Beispiel hat G. J. Tavlor [IS] 
ingewiesen. Es ist die krummlinige Strömung in einem gewöhnlichen Potentialwirbel, bei 
on die Geschwindigkeiten, da hier der Flächensatz eingreift, genau so groß sind wie die 
Geschwindiekeiten in dem Potentialwirbel einer volumbeständigen Flüssiekeit. Diese beiden 
»eispiele, das eine mit einer geraden Mittelstromlinie und in der Strömungsrichtung wachsender 
seschwindiekeit, das andere mit krummen Stromlinien und konstanter Geschwindiekeit auf 
(ler Stromlinie, lassen den Schluß als naheliegend zu, daß bei der Überschreitung der Schall- 
schwindigkeit eine durchaus stetige Fortsetzung der Strömung von dem Unterschallgebiet 
das Überschallzebiet hinein zu erwarten ist. Allerdines ist zu beachten, daß im Über- 
hallgebiet sehr leicht Zustände solcher Art eintreten, daß eine Reihe von infinitesimalen 
rdiehtungswellen sich zu einem Verdiehtungsstoß von endlieher Stärke zusammenfinden. 
ır den Übergang von großer Geschwindigkeit zu kleiner tritt sogar beinahe regelmäßig ein 
"liehtungsstoß auf. | 
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ls mag bei dieser Gelegenheit noch hervorgehoben werden, daß im Gegensatz zı 
Potentialströmungen mit Unterschallgeschwindiekeit, die bei einem nach vorne und hinte: 
symmetrischen Körper sieh ebenfalls nach vorne und hinten symmetrisch ausbilden, ein: 
Potentialströmune, die ein Überschallgebiet enthält. wahrscheinlich niemals vorne und hinte: 
symmetrisch ausfallen wird, weil die von dem festen Körper bzw. von den Wänden aus 
eehenden Verdiehtungs- und Verdünnungswellen immer schräg nach hinten und nie nae| 
vorne verlaufen.  Vielleieht gelingt es unter Beachtung dieser Unsymmetrie doch noch 
weitere geeignete Strömungen mit Übergang von Unterschall zu Überschall und umgekehrt 
analvtisch zu fassen, besonders wenn das Überschallgebiet nur begrenzt ist, wie das bei deı 
Umströmung von Zylindern u. del. mit Anströmgeschwindiekeiten unterhalb der Schall 
veschwindiekeit zu erwarten ist. 

Vom analytischen Standpunkt entsteht bei stationären reibungsfreien Strömungen aus 
einer Lösung durch Umkehren aller Geschwindigkeiten wieder eine Lösung. In Anwendung 
auf einen vorne und hinten symmetrischen Körper oder Kanal mit vorne und hinten un- 
symmetrischer Strömung erhält man daher dureh Spiegelung der umgekehrten Lösung ein: 
zweite, von der ersten verschiedene Lösung mit derselben Strömungsrichtung. Der Übergang 
von der eindeutigen vorne und hinten symmetrischen Lösung für Unterschall zur zweideutigen 
Lösung bedeutet eine eigenartige Verzweigungsstelle. Vielleicht ist diese der Grund für das 
Aufhören der Konvergenz der bisherigen analytischen Methoden. Durch Anwendung von 
direkten Methoden der Variationsreehnung konnte G. Braun [6] Eigenwertlösungen für die 
Verzweizunesstelle aufzeigen, die allerdings nur für unendlich kleine Abweichungen verwend: 
bar sein «dürften. 

Über die Verdiehtunesstöße mag hier noch einiges gesagt werden. Die Zustände 
vor und nach dem Stoß liegen nicht auf einer Adiabate, vielmehr ergibt sich eine Entropie- 
vermehrung dureh den nieht umkehrbaren Vorgang. Die Größe, die über den Verdiehtungsstoß 
hinwee konstant bleibt, ist die Gesamtenergie = kinetische Energie + Wärmeinhalt, für die 


’ 


m 


Masseneinheit  , —+ 1, wobei /==U+ p- Vden Wärmeinhalt, auch Enthalpie genannt, bedeutet. 


Im alleemeinen Fall schließt die Strömungsriehtung mit der Normalen auf der Stoßfläche einen 
Winkel ein. Die Beziehungen werden am einfachsten für den ebenen Verdiehtungsstoß. 
Nimmt man die Normale auf der Stoßebene als X-Achse und legt die Anströmungsrichtung 
ın dıe X, Y-EKbene. so ereeben sıch die folgenden Gleichungen: 


6,0, =p,%, (Kontinuität) 
p, +9, 0° pP, + 0,u,° (Impuls in der X-Riehtung) 
B, ==, (Impuls in der Y-Richtung) 
| Dan; | N zu 
su?+v’)+lL=5 (u’+e,’)+I, (Energie) 


(Index I für den Zustand vor dem Stoß, Index 2 für den Zustand nach dem Stoß). 


Die Durchbreehung dieser Aufgabe unter Zugrundelegung der Zustandsgleichungen für 
ideale Gase ist von Th. Meyer [12] geleistet worden, nachdem vorher Hugoniot [19] und 


unabhängig davon noch einmal Stodola [20] die Verhältnisse des senkrechten Verdichtungs- 


stoßes aufeeklärt hatten. Sehr übersichtlich werden die Verhältnisse in einem von Herrn 
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‚semann [21] angegebenen Diagramm. Er zeichnet im Geschwindigkeitsbild für jede ge- 
hene Anfangsgeschwindigkeit die „Stoßpolare*, nämlich den geometrischen Ort aller Ge- 
Iiwindigkeitsvektoren für die Zustände nach dem Stoß und erhält dabei Kurven von der 
t von Abb. 8; P ist dabei wie früher der Ablenkungswinkel der Strömung, y der Winkel 
s Stoßes mit der Zuströmungsrichtung. Der kleinste Wert von y wird für Stöße mit ge- 
‚sem Geschwindiekeitsunterschied erhalten und stimmt natürlich mit dem Machschen 
"inkel « überein. Der größte Geschwindigkeitsunterschied wird beim senkrechten Stoß er- 
ten. Die Geschwindigkeit hinter dem senkrechten Stoß ist immer kleiner als die Schall- 
schwindigkeit. Die Entropievermehrung bedeutet praktisch eine Verringerung des Druckes 
eenüber dem Druck, der für dieselbe Geschwindigkeit aus der Bernoullischen Gleichung 
Iven würde, Im allgemeinen ist dieser Druckunterschied unbedeutend, falls der Unterschied 
»r Gesehwindigkeit vor und hinter dem Stoß nicht allzu beträchtlich ist. Immerhin handelt 
; sieh um einen verlustbringenden Vorgang. 


8. Anwendungen auf Tragflügel. Um auf die nachfolgenden Vorträge überzuleiten, mögen 
ier noch einige Bemerkungen über die Anwendung der im Vorausgehenden besprochenen 
(Gesetzmäßigkeiten auf Tragflügel gestattet sein. Was zunächst das Unterschallgebiet 
hetrifft, so wäre darauf hinzuweisen, daß in der Nähe der Flügelnase erhebliche Über- 
oeschwindigkeiten eintreten, die wohl bei größeren Auftriebswerten das Doppelte der Flug: 
oeschwindigkeit erreichen. Man würde also etwa schon bei Geschwindigkeiten von 170 m/s 
erwarten müssen, daß örtlich die Schallgeschwindigkeit erreicht wird. Daraufhin mag zurück- 
‚uführen sein, daß bereits in der Gegend von 200 m/s eine merkliche Verschlechterung der 
Profileleitzahl und damit auch eine Verringerung des Auftriebsbeiwertes gegenüber dem in 
Absehnitt 3 Auseinandergesetzten zu erwarten ist. 

Was den induzierten Widerstand betrifft, so ist darauf hinzuweisen, daß man sowohl 
len Flügelauftrieb wie auch den induzierten Widerstand aus dem hinter dem Flügel zurück- 
bleibenden Wirbelgebilde ermitteln kann. Die Geschwindigkeiten in diesem Wirbelgebilde 
sind aber wohl in allen Fällen klein gegen die Schallgeschwindigkeit, so daß man unbedenk- 
lieh für die Ermittlung des Auftriebes und des induzierten Widerstandes aus der Strömung 
in diesem Wirbelgebilde die gewöhnlichen Strömungsgesetze der volumbeständieen Flüssig- 
keiten anwenden kann. Daraus folet, daß man die Formel für den induzierten Widerstand, 
auszeedrückt im Gesamtauftrieb, unbedenklich nach den gewöhnlichen Formeln rechnen darf, 
hier also ein Einfluß der Kompressibilität nicht besteht. Wenn man allerdings nach der Auf- 
triebsverteilung für einen Flügel gegebener Gestalt fragt, so muß man beachten, daß 
durch die Kompressibilität der Wert von = = im Verhältnis 1:17 z erhöht ist (soweit 
diese Näherungsformel anwendbar bleibt). 

Für die Profileigenschaften bei Überschallgeschwindigkeit ergibt sich eine 
Näherungesformel aus der Anwendung der Betrachtung von Nr. 5. Betrachtet man eine ebene 
Platte, die um den kleinen Winkel 5 gegen die Anströmungsriehtung geneigt ist, vgl. Abb. 9 
(Ackeret [22]), so ergeben sich auf der Druckseite die Verhältnisse von Abb. 3 und hier also 
eine Drucksteigerung von einem Betrage, der sich leicht aus Formel (17) und (15) ergibt. 
Auf der Saugseite entsteht ein entsprechender Unterdruck, wie er einem negativen Winkel 
ın den genannten Formeln entspricht. Daraus ergibt sich ein Auftriebsbeiwert 


ı” 
Ca = | |] . —] . ° . . r . . . . . R . . r jr (1%). 


Sehr wesentlich ist, daß bei einer derartigen Strömung die Sauekraft, die man für Unter- 
schallgesehwindigkeit an der Vorderkante hat, völlig fehlt und deshalb die resultierende Kraft 
er nieht senkreeht zur Strömungsriehtung, sondern senkrecht zur Fläche steht, so daß also 
chon bei Reibungslosigkeit ein Gleitverhältnis 


Cr . Car/u?: 


— MN zn ») 
EP Bu 5 ee ea 


uftritt. Man erkennt, daß; dieses bei gegebenem e,„ unmittelbar über der Schallgeschwindig- 
eit günstig ist, aber mit Erhöhung der Geschwindigkeit erheblich ungünstiger ausfällt (aller- 
ings wird man bei sehr großen Geschwindigkeiten auch zu sehr kleinen e,-Werten über- 
ehen!). Diese größeren Widerstände oberhalb der Schallgeschwindigkeit hängen mit der 
usbildung der von dem bewegten Objekt ausstrahlenden Wellen zusammen. Herr Buse- 
ann [23] konnte zeigen, daß diese Wellenenergie in den vom Flügel ausgehenden Ver- 
chtungsstößen zum Teil nahe am Flügel, zum Teil aber auch weit von ihm entfernt, in 
ärme verwandelt wird. 
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Was nun den induzierten Widerstand betrifft, so folgt dieser oberhalb der Schallg: 


schwindiekeit anderen Gesetzen als unterhalb der Schallgesehwindiekeit. Bei einem un 
verwundenen Rechteekflügel ist er ganz in den dreieekigen Gebieten an den Ecken, die voı 


lem 


\Machschen Winkel beerenzt werden, enthalten (in Abb. 10 schraffiert). Da im übrige: 


auch der Wellenwiderstand zu e,„? proportional ist, hat der induzierte Widerstand hier nich 
dieselbe selbständige Bedeutung wie bei Unterschallgeschwindigekeit. Einer Bemerkung vo: 
Ilerrn Busemann zufolge fällt er gänzlich fort, wenn man die beiden in den Störungs 


eebieten lieeenden Dreiecke des Flügels fortläßt. 36 
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8: Die Erzeugung von Ringwellen auf einer Flüssigkeits- 

er oberfläche durch periodisch wirkende Druckkräfte. 

2e] Von .J. 0. Hinze ın Delft. 

ch 


1. Einleitung. Mit dem Problem der durch einen kurzen Anfangsstoß erregten Ring- 
ollen haben sich zuerst Cauehy und Poisson') befaßt. Die Störungsstelle wird von 
>; nen als unendlich klein angenommen; die totale Stoßkraft jedoch bleibt endlich. Der 
"ßen mathematischen Schwierigkeiten wegen, kommen nur die folgenden Sonderfälle in 
handlung: a) sehr kleine Werte der Zeit, b) sehr große Werte der Zeit und sehr große 
orte des Abstandes von der Störungsstelle. Im Falle (b) sind außerdem Zeit und Abstand 
„wissen Bedingungen unterworfen. Es entstehen dann fortlaufende Wellen, welche sich freı 
‚ber die Oberfläche bewegen, und zwar mit konstanter Beschleunigung, während Geschwindig- 


\bh seit und Wellenlänge beide mit dem Abstand zunehmen, Die näherungsweise Berechnung 
144 ler Integrale geschieht in diesem Falle mit Hilfe der Methode der stationären Phase von 
ik. Kelvin. Wie kürzlieh von Widenbauer?) gezeigt worden ist, lassen diese Integrale sich 
schöner und exakter mit der Sattelpunktmethode behandeln. Namentlich ermöglicht diese 
on \ethode es auch, endliche Abmessungen der Störungsstelle in Betracht zu ziehen. 
30), | Kine Erweiterung des Problems entsteht, wenn man statt des kurzen Anfangsstoßes an 
foil. einer bestimmten Stelle eine periodisch wirkende Druckkraft betrachtet. Neben den von dem 
Anfanesstoß erzeugten Wellen bekommt man dann, wie wir zeigen wollen, auch solche, welche 
ten. ‚lieselbe Frequenz wie die Druckkraft haben. Im stationären Zustand, d.h. wenn die Zeit 
nach unendlich geht, klingen die erstgenannten Wellen nach Null ab und es bleibt nur ein 
‚82 Wellenbild nach, welches in Resonanz mit der Druckkraft steht. Auch jetzt können nur für 
einige Sonderfälle Lösungen angegeben werden. 
= 2. Die Differentialgleichung und ihre Anfangs- und Randbedingungen. Die Flüssigkeit sei 
unendlieh tief und deren Oberfläche unbegrenzt. Angenommen wird, daß nur ein Teil der 
lem. ® 1.4 . j u Re > ur 
Oberfläche, welchen wir im folgenden mit „Druckzone* bezeichnen wollen, einem periodisch . 
wechselnden Druek unterworfen ist: außerhalb dieser Druckzone sei der Druck konstant. 
a (Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann dieser konstante Druck gleich Null gesetzt werden.) 
Die Druckverteilung sei rotatorisch symmetrisch, so daß sie eine Funktion vom Abstand r 
P zum Mittelpunkt der Druckzone und von der Zeit # ist. Damit wird’auch das ganze Wellen- 
104 bild rotatorisch symmetrisch. Werden die Reibung und die Zusammendruckbarkeit der 
"lüssigkeit beide vernachlässigt, so ergibt die Laplacesche Potentialgleichung: 
:om | Fo» a» | Fo» 
ee Er a re ı ;° 
Kl.. u j er =. 
Ilierin bezeichnet P das Geschwindigkeitspotential, 2 die (nach unten positiv gerechnete) 
Rn Ordinate. Wählen wir den Nullpunkt dieser Ordinate in der mittleren Oberfläche, und 
I beschränken wir uns auf Wellen, deren Amplitude im Vergleich zu ihrer Länge klein sind, 
so folet aus der Eulerschen Bewegungsgleichung bekanntlich die folgende Randbedingung: 
Een oa» 2 
z=0: 0 2 Be rn ern 
keit | Ilierin bezeichnet £ die (kleine) Abweichung eines Flüssigkeitsteilchens aus seiner Mittellage, 
o «die Flüssigkeitsdichte, 4 die Schwerebeschleunigung und p den Druck. 
. | Weil jede periodische Funktion in eine Fourierreihe entwickelt werden kann, genügt 
es, ım folgenden nur ein einziges Glied einer solchen Reihe zu betrachten und für p zu setzen: 
on BET, ee re a Ta ie 
" vo «» die Frequenz bezeichnet und p,(r) noch eine beliebige Funktion von r darstellt. 
Substitution von (3) in (2) und Differentiation nach f ergibt dann: 
2 "PD op BR, _ 
2=(0: er 99: = ER ne EEE 
d | ‚vmmetrieerwägungen erfordern die Bedingung, daß die Flüssigkeit für r 0 keine radiale 
‚68 ewegung haben kann, so daß ® der zweiten Randbedingung zu genügen hat: 
u u Bas | 
deı 0 4 


ı, H. Lamb: Hydrodynamies, V, Aufl., S. 406, Art. 255. 
?), ZAMM: Bd. 14, S. 321, 1934. 
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Als dritte Randbedingung gilt die Forderung, daß für z=x die Flüssigkeitsbewegrung 
nieht unendlich werden soll. Weiterhin soll zur Zeit t=0 die Flüssigkeitsoberfläche voll 
kommen glatt sein und die Bewegung durch einen Anfangsstoß p=o®P eingeleitet werden 
während für £>0 in der Druckzone der Druck periodisch nach (3) verläuft. Wir haben also 
die Anfanesbedingungen: 


oP=p,(r)\ e 


t=(): r—(: 2 Die. u [ii ehanln, dir ae 72 SE un a FREE ES Ze 
u 0004 (+) 


3. Die Elementarlösung. Bevor wir uns mit der ın der vorigen Ziffer durch (3) definierten 
allgemeinen Druckverteilung befassen, wählen wir zunächst für p,(r) die Besselsche Funktion 
nullter Ordnune J, (kr). Eine Lösung der Potentialgeleiehung (1) der Ziffer 2, welche den füı 
"0, 2-0 und z2=x geltenden Bedinzungen genügt und welche als Elementarlösung 
bezeichnet werden soll, wird dann ın 


u ed FRE 2 6 & |) WO Ace 

erhalten. Hlierin ist T(M) eine Zeitfunktion, welche der niehthomogenen Differentialeleichung 
FT ET I. . 
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veniüot, 
Nach Lösune dieser Gleichune erhalten wir als Elementarlösuneen für das Potential und 
für die zueehöriee Wellenform der Oberfläche: 


; it 
» e-kK2J (kr) ” sın Yykt+4A,cosyykt ei | 
1 0 ) ) h I 2 s 0 Y l; oo . 


“ I; x s ) etwl " etvt 
1 d, (h ) ı — cos] ‘4 k ! 2, sn ] ‘4 h ! N #4 \ . 
l Y 4 09 09yk—w) 
Wenn noch die Konstanten A, und A, in Übereinstimmung mit den Anfangsbedingungen (5) 
ler Ziffer 3 bestimmt werden, so erhalten wir: 


| | IR, (n° 
I ) hi J (y L_ 08 b z | En 
pP { „(Rr) lo (1 t gi a) 0 | ght oVg „‚ qk ne) ın ] yh-t 
in etvfl | 
2 (9). 
0 ‘( I; en] 
a | «n” E 
4 1 t ‚Fo (hr)e' 
ı Oo ‘/ I “)* 
| | (m | | E TREE, . 
0 gen! og ne) OS VI ktHVgkll+ yk „| Vok- ee; 


4. Die allgemeine Lösung. Wie ersichtlich, sind die in der vorigen Ziffer hergeleiteten 
Klementarlösungen für jeden Wert des Parameters k gültig. Wir können also, indem wir 4 
als einen kontinuierlich verlaufenden Parameter betrachten, für eine beliebige Druck verteilung 
die Lösuneen unseres Problems in der Form eines Integrals angeben, wenn es geelingt, eıne 
Funktion (A) derart zu bestimmen, daß: 


EBENE . . He ia 5 rn er 
Denn in jenem Falle ist — wegen der Linearität der zugrunde liegenden Differentialgleichung 
die Lösung unseres Problems 
P—-\Fü We iu | 1 1 aA, 7 1 
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\ | er lo ‘4 IR en” Er Es o] 4 I: 4 k (mn nn J 
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ng zur Abkürzung das Produkt g (k) J, (kr) durch Fi(k,r) ersetzt worden ist. Es kommt nun 
oll ufan, die Lösung der Integralgleichung (10) zu finden. Genügt die Funktion p,(r) ın dem 
en zen Gebiet der Dirichletschen Bedingung und sei außerdem «das Integral 
Isı 

I 

ıp,(e)rdr 

ıl 
(5) ; i \ , . 5 : a 

ıvergent, so ist p, (r) in der Form eines Bessel-Fourierintegrals darzustellen, und die 


sune für die Funktion 4 (2) bzw. für F(k,r) wird: 





ten 
Ion ] r Il l F(l Id / Id I 
fin y(k): EIMERETIDAUT TR, (A, r) re ie ri 
Ing 
ır den von uns ins Auge gefaßten speziellen Fall, für welchen 
6) gr | ‘ —oo Deo .) 
p,(r)=>S für r<a, „Ss für r=a, Ber r>a . BE sy 
Ing 
rılt dann: 
n\ ga(kk)=SaJ, (ka) | | . . (14). 
Kinführung des hieraus folgenden Wertes von F(k,r) in die Gl. (11) und (12) ergibt für 
“s. las gesuchte Potential: 
FT. 
a: (| I) | m” j 
—=Sale-kzJ (kr) J. (ka) I. ‚\eosyyk-t | | s z 
d \ 4 | er | 0 | Pe h: ne) u oyy | 4 k nr) nn] Y Wit 
( 
ion  etet 1] 1: 
+] Tr .)). 
oo 4 k «w*) 
(7 Schreiben wir zur Abkürzung noch: 
.)) 
T=\J, (kr) J (ka)dk, “ \./,(k r)/, (ka) snyyk-tygkdk 
M n ’ 
/ Mi - r)./ (k (t) COS k-t 
s), a 1745: „=\J, (kr) I (kay VI" Tax, (6), 
u h 4 k ()° : \ ‘4 I: 0" 
u u 
I,=\J, (kr) J, (k r)cosyyhk-tdk, # \J,(k r).) (kr) » Yyk-dk 
)) ’ TER in” 
j iR 0 
en so Jäßt sieh die Erhebung der Oberfläche dureh den Ausdruck: 
. l; 
er SA - “ i u 
ng \ (et®t(], + @”1,) E I,-w’Il,-ivol!. .:. : 2... 
> 0.04 s | 
ne : 
darstellen. 
Weil uns die Wellenform am meisten interessiert, werden wir uns von jetzt an nur mit 
0) dem Ausdruck (17) befassen, und es kommt dabei natürlich ausschließlich auf das Studium 
der ın ihr enthaltenen Integrale an. Aus Konvergenzeründen werden wir dabei manchmal in 
(liese Integrale das Glied e=- "= hineinfügen: in diesem Fall sind überdies (mit einer Ausnahme) 
ie Integrale vom selben Typus wie diejenigen für das Potential. 
Schließlich bemerken wir noch, daß: 
\ \ 
( ( 
I I; I Br 
. er * s 1 Be 
daß zur weiteren Besprechung nur die Integrale 7,,1,, 7, und I, in Betracht kommen. 
Das Integral 7, ist das bekannte Soninesche*’) Integral und ergibt, mit dem Faktor 
'Sa/og multipliziert, eine periodische Bewegung mit der Amplitude S/og, welche sich 
(I die Druckzone selber beschränkt. 
Das Integral 7, ist in den oben erwähnten Arbeiten von Cauchv, Poisson und 
ılenbauer sehon ausführlich behandelt worden und bedarf deshalb hier keiner näheren 


\.Gray,G.DB. Mathews und T. M. Mae Robert: A treatise on Bessel-Funetions, S. 78. 
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Untersuchung. Es bestimmt die von dem Anfanesstoß erregten fortlaufenden freien Wellen 
Vollständiekeitshalber geben wir den Näherungsausdruck für dieses Integral für sehr groß: 
Werte von r und # unter der Bedingung r <_y#°<_r?/a, woraus folgt: 


gar R gar 
. ”e ver „cosgflär, L,: “ar > 


singPi4kr De BT 
Ist der Ausdruck ga #4 r?” noch endlich, so werden, immer noch mit der Bedingung r << gF 
die Ergebnisse: 

2 yar q#E gt gar’, . g® 
J,\ „ )eOS L=z= 2 78 J,\: ‚| sin‘ wild... © CE 
v br Ir ”y2 Ir’ Ir 
Die von diesen Integralen herrührenden Wellen haben also eine Periode T=Szr/gt und 
eine Fortpflanzungsgesehwindigkeit e  r/t, welche beide mit dem Abstand r zunehmen und 
mit der Zeit # abklingen. 


5. Einige Bemerkungen über die Integrale /,, /, und /,. Die Integrale /, und /, haben 
in dem Punkt # == *”/g eine logarıthmische Singularität. Sie sind daselbst also unbestimmt 
und bedürfen einer näheren Untersuchung. Betrachten wir aber den Integralausdruck (14) 
für p, (r). so ist hierin # == 0°/g ein gewöhnlicher Punkt. Also muß auch die Summe von 
/,. I, und /, in dem Ausdruck (17) in diesem Punkt eın reguläres Verhalten haben. Es ist 
also erlaubt, in der reellen Achse einen Ausschnitt zu machen zwischen den Punkten k= o°/y — : 
und #7 0@°/g-+e. Wir haben dann die Integrale zu bestimmen für diesen unterbrochenen 
Inteerationswee von Null bis Unendlich, wobei wir in der Limes e nach Null gehen lassen. 
Der Integrationswer kann jedoch auch durch Hinzufügen eines halben Kreisbogens mit dem 
Radius = vervollständigt werden zu einem ununterbrochenen Weg; dieser Bogen wird so 
oewählt. daß der Singularität an der reehten Hand liegt, wenn wir von Null nach Unendlich) 
gehen. Die Integrale längs dieses Weges sind nun nieht mehr reell, und um das ursprüngliche 
Integral zurückzubekommen, haben wir Jetzt das Residuum für k = @©°”/g in Rechnung zu tragen. 
Es wird sich jedoch in Übereinstimmung mit dem bereits oben Gesagten zeigen, daß die Summe 
der Residuen der Integrale /,, I, und 7, sich in dem Ausdruck (17) aufhebt, so daß nur die 
Bestimmune der Inteerale an dem ununterbrochenen Wer entlang übriebleibt. Zur Berechnung 
dieser Inteerale scheint sieh dann die Methode der Konturinteeration in der komplexen 
-KEbene darzubieten. Weil nun aber die Besselsche Funktion für komplexe Werte des 
Areumentes im Unendliehen über alle Grenzen wächst, Ist es unmöglich, den Integrationsweg 
dureh Verbindung mittelst eines Kreisbogens von sehr großem Radıns auf andere Integrations- 
were zurückzuführen, und es gelingt demzufolge nieht, auf diese Weise weiterzukommen. 

Um dieser Schwieriekeit zu entgehen, betrachten wir die Integrale /,, /, und I, als reelle 
Teile gewisser komplexer Integrale. Ein solches komplexes Integral kann ebenfalls an einen 
ununterbrochenen Weg entlang bestimmt werden, wenn das Residuum für # = 0°/g mitgerechnet 
wird. Wie wir nun zeigen werden, haben diese komplexen Integrale die Eigenschaft, im Un- 
endliehen der oberhalb der reellen Achse gelerenen Halbebene zu verschwinden, so daß sie in 
bequemer Weise transformiert werden können. Es zeigt sich jedoch, daß jetzt zu den reellen 
Teilen der Residuen neue Beträge hinzugekommen sind: die reelle Teile dieser Residuen 
heben einander in der Summe folglich nieht mehr auf, und sind vielmehr in dem Endergebnis 
am wesentlichsten. 

Die Fälle. für welehe wir Lösuneen von den Interralen geben können, lassen sich in 
zwei Gruppen einteilen, Je nachdem die Druckzone unendlich klein oder endlich angenommen 
wird. Ist die Druckzone, also deren Radius «a, sehr klein und zwar so, daß für gewiss 
eroße Werte von k das Produkt ka noch klein bleibt, so können wir uns in der Reihen- 


h ee 
entwieklung für die Besselsche Funktion .J, (ka) auf das Glied, ka beschränken; es genügt 


| wo , a a N 
hierbei zu fordern, daß ak,<_1, wenn k, = ist. Physikalisch läßt sich dieser Fall so 
4 i 
interpretieren, daß der Druck wie lim —, nach unendlich geht, während doch die ganze 
dl ı) dl" = 
Stoßkralt S  Sza” endlich bleibt. Dieser Fall stimmt auch mit demjenigen überein, welche: 
von Caucehy und Poisson untersucht worden ist. 


In beiden Gruppen können wir noch die Lösungen für endliche und für unendlich: 
(bzw. sehr große) Werte von r und f unterscheiden. 


Vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet ist am wichtigsten der Zustand deı 
stationären Wellenbewegung. 
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6. Fall A; a sei sehr klein. Zuerst betrachten wir das Integral /,, welches mit 


"a)= = ka übergeht in: 


dk 
als dl 


kz,J (kr) re (20), 


ntersuchen wir dieses Integral zunächst für sehr große Werte von r (d.h. groß gegenüber 
mn Wert »°/g), so daß J,(kr) durch seine asymptotische Näherung zu ersetzen ist, so gilt: 


2 z \ k cos B r / 
I, Värnr \ se ak dk. 


\lierin führen wir statt % die neue Variable » — y%k ein und schreiben w  z - ir. Außerdem 
»tzen wir, in Übereinstimmung mit den Erläuterungen der vorigen Ziffer, I, gleich dem 
oellen Teil einer komplexen Funktion: 

Ti 


® Re.-ae 1 ar PR 


- 


in welcher 7, durch 


(definiert Ist. 

Denken wir uns nun in der komplexen »-Ebene eine geschlossene Kontur zusammen- 
sesetzt aus der reellen Achse von Null bis A, wobei R > w”/g ist und der Punkt k,=w?/g 
mittels eines halben nach oben gerichteten Kreisbogen umgangen wird; einen Kreisbogen von 
KR bis R-e-"Ü4 und eine Gerade von R-e”Ü/t wieder nach Null zurück. Innerhalb des von 
dieser Kontur eingeschlossenen Gebietes ist der Integrand holomorph, und nach dem Cauchv- 
schen Integralsatz ist das Integral an der Kontur entlang gleich Null. Auf den Kreisbogen 
von R bis R- eilt bleibt Re-(wv’)>0, so daß der Beitrag des zugehörigen Integrrals mit 
R>wv nach Null geht. Wir bekommen also für das Integral 


(2 2 € ud 14 
r a w— "e-wvy2dy 
= #4; e "+ \ u 


419 


) gi — a 
u 


hierin stellt das erste Glied rechts das halbe Residuum für den Punkt v == yw?/g dar. 

In dem letzten Integral können wir den Integrationsweg dureh eine beliebige unter dem 
„T , 
(5 
das Ergebnis ist unabhängig von g. Schreiben wir deshalb w|r ? e2'# u’ und @®’mw/y= «a, 
so daß Re-(w?) >00 ist, so finden wir nach einigen Umformungen: 


Winkel 9 von Null aus nach Unendlich gezogenen Gerade ersetzen, solange nur y 


+ % 
© N | N, a ee du 
-yV 4 zg m -yyw, u A 
I 
Weil nun: 
+% A 
e wWdu ya Ile "du 
5 \ 
\ u—a a Za)lu a) 
„= — XL 
' genügt I] offenbar der Differentialgleichung: 
d Iıı 23 m N 2] n. 
da u 2 6; ‚ - 
ven Lösune durch 
«a 
In = 21 7 e— «2 | \e” da - Konstante] 


eben ist. 
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Für nieht zu kleine Werte von m ıst a als sehr groß zu betrachten, und die Lösun: 
kann in der Form: 
.) 
I; syn 
eeschrieben werden. 
Hiermit bekommen wir für I;, wenn wir noch z=V0 setzen: 


v e-"13 Sgettit BERTENTE Tal 
I, mi eiv?rig Ri Kurz a 
f 24Vg9 w’ryr eV r Wr" yr 


so daß schließlich das Endergebnis für /, wird: 


den r Ir T\ I >49 
I, „— sin| EBEN. 2 2: (21 
. ‘4 „ur \49 Lo) [2° "7 | 
7. Fortsetzung. Das Integral /.. Führen wir in das Integral /. für große Werte des 


Abstandes als neue Variable ein v» = y gl, so läßt sich dieses Integral in der Form: 


9" Jt 
er v2 . SOSE V f cos | 
> [a v?\ 7 | 
/ 24 \ P Y /, | _ dv 
tur, ‘/ v“ Eu 
ı 


schreiben. 


Das Produkt der Kosinus wird wieder als Realteıl der Summe zweier Kxponential- 
funktionen betrachtet, so daß zeschrieben werden kann: 


rV- rv- 7 
“ v2 ı\rt +4 | n y2 iv = ) 
) m ar’\e J E /ty’\e 4 
I; e-| \e HJ\ 2 2 dı \e I, | 2 m dr). 
gr |. \g Em | Y v’— ww‘ | 
( ı 


In den Integralen trıtt der Abstand r als Parameter auf. Für sehr große Werte von r haben 
deshalb die Exponentialfunktionen eine solche große Frequenz, daß an allen Stellen der 
v \chse «die Beiträge zu den Integralen praktisch gleich Null werden, mit Ausnahme abeı 
von denjenigen Teilen der »-Achse, welehe in der Nähe der Sıingularıtät v» = © oder in der 


Nähe des Sattelpunktes »,- g#/2r gelegen sind. 


\Wır machen nun die Voraussetzune. daß: 


yf 


) 
Fe | 


so daß der Fainfluß des Sattelpunktes ın der Nähe der Singularität nicht mehr merkbar 
sein wird. In erster Näherunge können wir dann das Integral gleich der Summe der von 
Sıngularıtät und Sattelpunkt bedingten Beiträge setzen. Den Beitrag der Singularität be- 
stimmen wir in derselben Weise wie bei dem Integral 7,. Weil der Sattelpunkt sich au! 
dem positiven Teil der reellen Achse befindet und wir nur an diesem Teil entlang zu int 
erieren haben, kommt nur das zweite Integral in dem Ausdruck für /, ın Betracht. Nehmen 
wir noch an, daß das Verhalten der Funktion 


in der Nähe des Sattelpunktes genügend stationär sel, so daß in dessen Umeebune mit den 


zu v, eehörizen Funktionswert gerechnet werden darf, so bekommen wir: 
r | | ja" ilot+ E lot a 
/ li ie I ie 7 e 7 N 
Igor ‘ | 
| gar\ etstrltı 
I ] A : | \ » 
r ba TR 
| ı') 
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Wir haben diese Gleiehune für endliche Werte von a abeeleitet. Für sehr kleine Wert: 
von @ müssen die beiden Fälle, daß gaft’’tr? endlich bleibt oder nicht, noch unterschiede: 
werden. Wır haben also. wenn wır wieder : () setzen: 
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un: TR ya f? , 
en). - endlich: 
ar kr“ 
gF 
D) ) f? COS 
da 4 : ar I ze ar " 
r- " -sinomft cos | - e | a a: 
z 4 sgr 4 | ) kr jet 
(1) 
kr“ 
ft gar 
d für , m; - 
är Ir“ 
yE 
e CUO)S 
ao 1 v1 7 A tr - 
l. > sin mt cos | r 5 - I) 
| Y ägyr Y t/) ry2 is 2 
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In Ziffer 1 haben wir schon kurz angedeutet, daß wir unter stationärem Zustand den- 
nieen Zustand verstehen wollen. welehem das Wellenbild zustrebt, wenn die Zeit über alle 
des Grenzen wächst. Die für /, und /, erhaltenen Ergebnisse sind für sehr große Werte von r 
‚beeleitet worden. Es versteht sieh, daß man in den Formeln für den stationären Zustand r 
nieht in derselben Weise wie die Zeit # nach unendlich gehen lassen wird und daß man 
vielmehr r im Vergleich zu f immer noch als endlich zu betrachten hat. Unter dieser Voraus- 
setzung zeigt es sich, daß die Integrale 7, und 7, nach Null abklingen. An den Ergebnissen 
IS) und (19) ist dieses zwar nieht zu schen. Bedenkt man aber, daß sie mit Hilfe der 
Sattelpunktmethode erhalten sind, und daß der Sattelpunkt wie gt/tr ins Unendliche rückt, 
so ist, weil im Unendliehen der Integrand gleich Null wird, auch der Beitrag des Sattel- 
ial- punktes Null, wenn dieser ins Unendliche rückt. 

Das Abklingen der Integrale 7, und /, mit der Zeit läßt sieh auch sofort einsehen, wenn 
wir die Ausdrücke in (16) betrachten. Die in den Integeranden vorkommenden Kosinus- und 
Sinusfunktionen enthalten die Zeit # als Parameter, so daß deren Periodizität mit der Zeit 
über alle Grenzen wächst und die Integrale selbst Null werden. 

Auch in dem Integralausdruck für I, wird unter denselben Umständen der Beitrag des 
Sattelpunktes gleich Null. Vernachlässigen wir noch die Glieder, welche keinen Wellen- 











EN charakter haben, so ist im stationären Zustand das Wellenbild für kleine Werte von a durch 
der die folgenden Näherungswerte von /,, I, und I, bestimmt: 
beı R 
I>x te) 7 . jo r T 
der eh I, — sin| 
| — Y 2yr 7) | 
ta) 71 , Y°ı JI 
I. : sin mt cos | Ze 
| 7 2gr 7 I) 
(ta) 71 nm” 1 
I, eos mtcos | 
gy 2gr 7 
bar Damit finden wir für £: 
N Y 4 (N)? 7 
er A ‚Sm” | lot er " 
be- 0 i—VYz eo „ Per 5° 
Ä vn of zırar 
zul Ze 2 J 
da 7 ) 
Ic ”. 
en Wir bekommen also fortschreitende Wellen mit der Periode T==1/o, der Wellenlänge A = q|? 


und der Phasengeschwindigekeit e = lm. 


8. Endliche Werte von r. Betrachten wir nun endliche Werte des Abstandes r, so unter- 
verfen wir zunächst das Inteeral einer einfachen Transformation: 


JS + F4 F 
er a "dk a , aa®|f Jlkr) "JS (kr)dk) 
? .) \./,(k r) 2 ) 1} | \ 2 ‘ + \ | v | 
u > k—o’lg 2ygr 29 |L)k—wilg k+arlg| 
5 / ı 
dl betrachten dann vorläufig das erste Inteeral. in welchem wir noch J,(kr) dureh 
7 
| un 
J,(kr) We: \dyeih sin! 
„T 
setzen. u 
2 Dann bilden wir eine geschlossene Kontur, welche sich zusammensetzt aus der reellen 
e .] . i en“ R ä } " a" : 
ISe von I? bıs e, einem Kreisboeen von e nach + x (weleher in der schon 
( 4 ( 
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r . = 73 ı 

oben angzedeuteten Weise verläuft), der reellen Achse von , 

( 

von + KR R ın Halbebene. In den erwähnten Teilen der reell: 

Achse und auf dem letztgenannten Kreisbogen ist der Integrand eine stetige und endlich 

Funktion der beiden Argumente k und y; wir können deshalb die Reihenfolge der Int: 
erationen nach k und y verwechseln, und es gilt: 


+: bis + R und einem Krei 


horen b1s der oberen 


! 


7 7 
* dl; | ” dk ” | * . eil r sin 1/ 
' m ; ‚eikrsin! ve: ) * 
\ J.(kr) oa I - \ ER IP" \ due le = \ dı \ dl, k— org’ 
L L 1 1 F 


wobei der Integrationsweg L über den eben genannten Teilen zu erstrecken ist. Wie leielı 
ersichtlich ist, geht der Beitrag des Kreisbogens von + R bis R in der oberen Halbeben: 


in dem Integral mit R>x für O<y<rz nach Null. Wir bekommen dann: 
Fu 1] % PURE 22 
/ Y , ! sın ! 
\ J.| I; Y) Pr Pe R l \ d u! € J 
k-o°/g 
J- 0 


wo die rechte Seite das halbe Residuum für k= ©?/g darstellt. 


In dem Integral nach y benutzen wir nun die Reihenentwicklung nach Besselschen 


Funktionen: 


Fr; X % 
a nr ’ nr ’ y Wr . 
e J,| +2 \ In \cos2n y-2i \ ie: | sin (2n+1l)y. 

‘/ — / — Jı 
l 0 
(Gliedweise Integration ergibt: 
X 1] 7 ‚w2r . 4 
dk i sin ı/ \ v or 
em Bu... © a. «J 
\JAlkr), m? Y Ir i\dı € onen 4 ). 
2. () 1 


Zur Berechnung des zweiten Integrals in dem Ausdruck für I, setzen wir uv=kr-+b, 
m? 
‘/ 
Summen und Integrationsfolge und integrieren die in Betracht kommende Reihe gliedweise. 
“ür das erste Glied führen wir die Integral-Besselfunktion?) 


mit 5b: Sodann wenden wir auf J,(@e - 5b) das Additionstheorem an, verwechseln 


I 
' An 


\./,(u) m 


J N (b\ 
x 
ein, und für die anderen Glieder die Funktionen: 
I 
\./,(") 


du 


mit VÖ, 


P’.(b) n 


Krsetzen wir ./,(#) dureh ihre Reihenentwicklung, so finden wir nach gliedweiser Integration 
für die Funktionen P,(b): 





] ID ) | I” I,* \ 
a ,) Te ER t 
MR .n!In 2: m +2): 2A n+2) 2-42 n+2)(n +) 2 n-+4) | 
Wie leicht nachzuprüfen ist, konvergiert diese Reihe schneller als die Reihe für J,(b 
Mit Hilfe dieser Funktionen .Ji(b) und P,(b) bekommen wir für 1,.: 
JS 
] dA > am? \ Y l ] dr 
"  2gr Int itenril 7) 
() 
(26 
SL LS. 
dm? oo ‚{jw?ı 27 or ’ Dr nr 
.) z\ ‚| ri 2 \ m +2 N | \r,| } 
2g° 7 Y a 6 7 Same g y) 
%) Balth. v. d. Pol, Phil. Mag.: Bd. 8, S. 861, 1999, 
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Es sei bemerkt, daß wenn r>x der Ausdruck zwischen den Klammern nach Null ab- 


[(ı)* 


. ... ® er d.. ) E) . 
inet und daß unter Einführung der asymptotischen Näherung für J,,,; ‚| | das Ergebnis 


‘/ 


'r /, wieder gleich dem ersten Ausdruck in (24) wird. 


9. Fortsetzung. Berechnung des Integrals /,. Für endliche Werte von r können wir I, 
ır für den Fall des stationären Zustandes berechnen. Wir schreiben dazu /, ın der Form: 


71 — 0. y/v+o 


Il /r»®\ , (av\cosrt 20, (rt ®\ cos» t 
En BA 7, (— )— ) dv \rl, \,[— I ) 2 
0 


as zweite Integral hat keine Singularıtät im Integrationsgebiet und ist vom Typus der 
Inteerale /, und I,. Ebenso wie diese wird das Integral im stationären Zustand sich dem 
Wert Null nähern. In derselben Weise wie bei der Berechnung von I, in der vorigen 





/itfer benutzen wir zur Bestimmung des ersten Integerals eine Konturinterration. Für 
rv”® (av? i s 
1, und J, | nehmen wir die Integralausdrücke: 
\9 J 
[57 ' T irv? | ie iav? 
/yvy“ COS ( Ad y” cos 
7, | \ dae?’ J, | ; \ dp e* et’ 
J T, Y ni, 
v () 

und schreiben längs des Kreisbogens von + R nach R:v— R-.ei4, Nach Verweechselung 
der Integrationsfolge wird dann der reelle Teil der Exponentialfunktion im Integrand: 

> \ > | . ”. I z ) | 

Re. |Exp.]= Fi isıny = ‚t -sındq (COS a cos p) 

( | 
Wir fordern nun, daß f so nach unendlich geht, daß: 
: ’ I 
lım - L. 
gt 

dann wird der reelle Teil der Exponentialfunktion im wesentlichen bestimmt dureh Rtsınyg 
und der Beitrag (les Kreisborens nähert sıch für ©: p<n mit R und i>x (lem Werte Null. 


Im Endergebnis für /, behalten wir also nur den Beitrag der Singularität 7 ==, welcher 
Beitrag für kleine Werte von a übergeht ın: 


Ta” wr\ . a 
B. ee A| sinn Er FRE et, (24). 
| - ff 4 
Hieraus folgt für 1;: 
Ta“ nl 
I, 2 „| Jeos ont Pe ee ee (28). 
-(f Jı 


10. Fall B. Druckzone von endlichen Abmessungen. Wir beschränken uns hierbei auf 
sehr große Abstände. Einführung der asymptotischen Näherung von ,J, (kr) in das Integral 
/, ereibt: 


— e cos[k r e 
l, | BP ":J] (ka) Prier 
Tı | k(gqk m”) 


Es zeigt sich wieder, daß für sehr große Werte von r der Beitrag des Residuums von 
:0°/g für das Wellenbild am wesentliehsten ist. Die anderen Glieder gehen mit r>x 
schneller zu Null als der Beitrag des Residuums. Wir können diese anderen Glieder berechnen, 
venn wir .J, (ka) in eine Reihe entwickeln und dann gliedweise integrieren, wobei jedes 
Glied in derselben Weise zu behandeln ist wie bei der Herleitung des Ergebnisses (21) 
zeschah. Auf diese Rechnung gehen wir hier nicht ein, sondern wir beenügen uns damit, nur 
en Beitrag des Residuums anzuschreiben: 


J 
I» 


.) 


| 7 ao\ . fer T v 
- ge S 9). 
I, = > | ) sin | r VEREREEER (=9) 
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Die Berechnung von /,. wurde sehon für endliche Werte von a ın Ziffer 7 durchgeführt. W; 
bekommen für den nieht stationären Zustand: 


| In dw’\ . (or qı .) qgat\ecosqFl/i4r 
pP N | sine teos| RA - ä y (30 
m ır 7 ‘f | r Ta gi s 
— (r) 
kr“ 
Dieser Ausdruck zeht für den stationären Zustand über ın: 
| In den” \ 2 (n” y" Jı 
I. | /\ |sın otecos! | (1 
() () Sa ‘(/ 4 | 
Übenso findet man für 1: 
Ir dın“ | ”y 7 
I, | | eos otcos!- (32) 
T gr 4 / \9 | 


Setzt man diese Werte ın Gl. (17) ein. so erhält man für eroße Abstände und beı endlichen 
Abmessuneen der Störunesstelle das foleende Wellenbild: 


-) 


An) 0 . Ne) PR le . . . r R r ° ° (.)» 
} 2/g oya zyr \9 


ww. 


wo S wieder «die totale Stoßkraft bezeichnet. 
11. Parabolisches Druckgesetz. Zum Schluß betrachten wir den Wellenvorgang, wenn 
die Druckverteillung ın der Druckzone gereben Ist dureh: 


p,(r) Sl | für r<a, u er >24 : : ı 2 2  :. Bi. 


dl, 
Die Bessel- Fourierentwicklung der Funktion p,(r) lautet jetzt: 


’ dk w“ 

J,(kKr)J,(kKa) FE En ara ME: 

R. I; 

ls sei bemerkt, daß, weil lim .J, (ka)/k 0 ist, das Integral für »=0 keine Singularität hat. 
IR u 

Kührt man die aus Gl. (35) folgende Funktion F(k,r) in die Gl. (ID) und (12) ein, so zeigt 

sich, daß die auftretenden Inteerale nicht wesentlich von den in den vorieen Ziffern behandelten 

verselieden sind. Es eenüet also. die Ereebnisse für eroße Abstände und für den stationären 

Zustand einfach hinzuschreiben: 








| an ‘f das” r vr JT 
# ni RE Isin| 
l w " N 7) | 
| en ‘/ tn” . ” r JUE\ nyE 
E . ar sin teos!| . . . . . (6) 
1 en” 2 \ g ) \9g | 
| ’r ‘f dd en” mn” T 
2 2, J,| \cos m Fecos | 
nn r "\g \y h} 
ls folet hieraus für 
/ 
-) -) p- lm f 1 | 
us yo (te zu 
L S re J.| le a Ten ...@T) 
Od TE 4 I r 7 
\us den Gl. (35) und (37) für > 0 geht hervor, daß, wie schon von Dimpker’) bei der 


schwingeenden Platte von endlieher Breite zefunden worden ist. nicht alle Werte der Perivdizıtät 
und der Abmessune ea der Störunesstelle eleich vorteilhaft für die Erzeueune von Wellen sind, 


dA ih (“ m 


bzw. J. 


J a 

zu Null machen, erscheinen var keine fortlaufenden Wellen. Führen wır in die Argument: 
der Besselschen Funktionen die Wellenlänge == g/m” ein, so sehen wir, daß das Verhältnis 
von a zu 4 für diese Erscheinung ausschlaggebend ist. Betrachten wir also die Amplitude 
als Funktion von der auf a bezogenen Wellenlänge, so wird für sehr große Werte von der 
auf a bezogenen Wellenlänge die Amplitude immer kleiner: für kleinere Werte nimmt sie zu 
bis zu einem Maximum: nimmt dann wieder ab bis Null, wird neeativ bis zu einem Minimum. 


wächst wieder zu Null usw. Das Wechseln des Vorzeieens bedeutet offenbar eine Phasen- 
IS | 


Bei solehen Werten von a und o, welche die Besselsche Funktion .J, | 


verschiebune., 


5) Annalen der Physik: Bd. 19, S. 225, 1934. 
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Der Einfluß großer Zähigkeit 
bei der Strömung um den Zylinder und um die Kugel ). 
Von F. Homann in Berlin. 


ur Ermittlung der Geschwindigkeit in Strömungen pflegt man den Staudruck, d.h. die 
/ ‚, Druckerhöhung vor einem Hindernis, zu messen. In volumbeständigen Flüssigkeiten ist 


r Staudruck = /, 5 (ylke/m*]  Raumgewicht, » [m/s] = Geschwindigkeit), wenn der Einfluß 
»r Zähiekeit vernachlässigt werden kann. Ein soleher Einfluß ist jedoch merklich, wenn die 
ıf den Staugerätradius bezogene Reynoldssche Zahl unter etwa 100 Iiegt, und muß daher, 
|| die Gesehwindiekeitsverteilung nieht fehlerhaft sein, berücksichtigt werden. Die ersten 
ntersuehungen über diesen Einfluß sind in einer Arbeit von Miß M. Barker?) enthalten. 
Iın folgenden wird über Versuche berichtet, die die Staudruckerhöhung an Zylindern und 
“neeln bestätigen, weiterhin wird eine Theorie der Erscheinungen entwickelt, die mit den 
lessuneen In gutem Emklange steht. 
Die Versuchsapparatur bestand aus einem Ölumlauf, in dem die Geschwindigkeit des 
Öles mit Hilfe einer ganz in dem Öl liegenden Kapselpumpe von 0,5 em/s bis 30 em/s 
variiert werden konnte. Zu den Messungen wurde ein russisches Spindelöl und ein Gemisch 
‚lesselben mit Gasöl verwandt. Die Abb. I veranschaulicht den Versuchsaufbau. Darin be- 


deuten: P die Pumpe, a Umlenkschaufeln, @ Gleichrichter und V die eigentliche Versuchs- 





























Abb. I. Kanalaufsicht. 


streeke, die eine Breite von 0.148 m, eine Tiefe von 0.15 m von der Öloberfläche aus 
vereehnet und eine Länee von 0,74 m besaß. Sie war mit Wandanbohrungen A an drei 
verschiedenen Stellen versehen. E ist eine Einlaufstrecke zur Pumpe, D ein Diffusor; der 
Fauehsieder T und die Kühlschlange AK dienten zur Temperaturregulierung. 

Für die Staudruekmessungen wurde ein Zylinder, der mit einer Anbohrung versehen 
war, fest in die Versuchsstrecke eingebaut. Die Durchmesser der benutzten Zylinder betrugen 
| em: 1.377 em: 1.955 em und 2 em. Die Anbohrungeen hatten einen Durchmesser von O,l em 
und 0,2 em. Zwei Korrektionen, eine wegen Wandeinflusses, die andere wegen der endlichen 
(röße der Anbohruneen. die von A. Thom stammen und erst für den hier vorliegenden 
\leßbereich nachgeprüft werden mußten, sind an den Meßergebnissen angebracht worden, die 
ın Abb. 7 veranschaulicht sind. Die ausgezogene Kurve gibt die Theorie wieder. 

(senauere Angaben über den Versuchsaufbau und die Meßtechnik finden sich ın der 
unter Fußnote I zitierten Arbeit. 

bei der Messung des Staudrucks an einer Kugel wurde auf das Pitotrohr eine mit 
ner Anbohrung versehene Kugel gesetzt, die einmal einen Durchmesser von OS em, «das 

(dere Mal von 1,6 em hatte. Die Durchführung der Messungen war die entsprechende wie 
ei «der Ausmessune des Barker-Effekts. Das Ereebnis zeiet Abb. Ss. Die ausgezogene 
‚urve entspricht der Theorie. 

Um zu einem klareren Bild der zähen Strömung um den Zylinder bzw. um die Kugel 
kommen, wurde zunächst der Fall der zähen Strömung geren eine Platte gerechnet. Die 
ebenen Fall auftretende Differentialeleiehung ist bereits dureh Hiemenz*) gelöst worden 
(wird im folgenden des besseren Verständnisses der Endformel wegen noch einmal kurz 
zz\ert werden. Die Lösung wurde dann auf die Strömung um den Zylinder angewandt. 

', Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit, die im Kaiser-Wilbelm-Institnt für Strömungsforsehung in Göttingen 


lertigt wurde, erhielt ieh von Herrn Prof. Dr. Prandt!|, dem ich an dieser Stelle für die tatkräftige Fördernng 
\rbeit und die wertvollen, mir gegebenen Ratsehläge zu ihrer Vollendung meinen herzliehsten Dank ausspreehe. 

weitere Arbeit über dasselbe Gebiet ist in „Forschung a. d. Gebiet des Ingenieurwesens" 19536, Bd. 7, Nr. | 
Tentliecht. 

-) M. Barker: Proe. of Royal Soe. 1922, Vol. A, 101, S. 435. 

»), Hiemenz: Dissertation, Dingl. Polyt. Journal, Bd. 326 (1911), Heft 21 bis 26. 
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Anschließend wird die Anströmunge 
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einer Platte durch einen Flüssiekeitsstrahl, als 


dreidimensional behandelt, um auf die Kuzrel anzewandt zu werden. 


Zähe Strömung in der Nähe eines Staupunkts (ebener Fall). 


Die Theorie der Potentialbewerune eı 
aneeströmt wird (Abb. 2). in der Nähe des 
U A 


er. 


oıbt für den Fall, daß eine ebene Wand senkreech 


Staupunkts für die Geschwindigkeitskomponenten 


V 


day. 


Der Druck ergibt sich aus der Bernoullischen Gleiehune zu 


pP pP 


Unter Berücksichtigung der Zähirkeit mac 


o«a” 


> (.e” 7 „“) . 


ht Hiemenz’) den Ansatz: 




















u f(#). v=yfix). 1 (l), 
O «a? . . 
Po pP ») en 7% ) (2), 
47 
T) \ 
Abb. 2, Stromlinienbild bei der Strömung geren 
eine Platte (zweidimensional). 
| r 
1F ze 
Be Pr 
Be I | | 
- N Pr, | 
Pr | 
, £ y' 
\ I73 8000 — 
| ! | | | 
| | | 
1} Sf 
| 
n: % } 
. pP. T nm | 
| 2 e L ( 
ir e kiss Bi Pe A SE | En 
A & 2 25 
Abb. 3 Abh. 4. 4, 4’, 4”. Die ausgezogenen Kurven veran 
sehauliehen die dreidimensionale, die nieht ausge- 


Die Kontinuitätsgleiechung ist erfüllt: die 
Für 0, d.h. an der Wand, gilt: 
u 2 0), 

Für 22%: " 1% 


In (2) bedeutet p, den Druck am Staupunkt, wenn F 


ou ou 
u > © 
x ' Q „ 
Sr Nr 
u u 
Or Ö Y 


zogenen die zweidimensionale Lösung. 


handbedingungen lauten: 


»»d. Aus den Bewegungsgleichunge: 
Iop ei „Om 
ad» Var dp 
l Q p | ( Pl 5 | 
- V Aa Vz Pr 
0 Q Y ( ya Ri ı 
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alsı hält man mit (1) und (2) als Bestimmungsgleichungen für f„ und Fa: 
et a” ” . +) 
f/ > .) F vf (>), 
ee N ee E92 BE re 
ch it obieen Randbedingungen. 
ten 


Gl. (4) ist von Hiemenz bereits integriert worden. Zu diesem Zweck setzte er, um 
ie Koeffizienten gleich I zu machen, 


f)=4A: 95, =, 
\ııs Koefftizientenvergleich folgt 
a 
l=yv-.a, a E 
| Damit wird (4) zu 
(l), pr—gy".g BEE 5, 2 ch an ee Kr ie (>). 
(2) Die neuen Grenzbedingungen lauten 
für &=0: = —=d, 
für &=o: o=1. 
Der Verlauf von und den ersten beiden Ableitungen ist ersichtlich aus Abb. 4. 
Wir brauchen den Druckunterschied zwischen dem Staupunkt und dem Druck für @ =». 
Für =w gilt aber 
o—=1, ff=a, 9=E&E-0647. 
Durch Integration wird aus (3) das F bestimmt zu 
a’, LE . 
ee a wre ee a 
Bilde ich jetzt (p  p,), minus (pP Po), Wie es sich aus der Bernoullischen Gleichung 
ergibt, so erhält man: 
, j 0 a? | R o Ps a 
(Po pP) {Po pP) .) En Y) .) (/z I dd . 
Speziell für eine zum Staupunkt führende Stromlinie, für die also y=-0 gilt: 
ö ’ 0 a? e ER 
(Po pP) (Po Ik ) .) Fa ») Fi: 
Setzt man für F den obigen Wert ein, so ergibt sich 
D D 0 .) 7) u .o ‚fr 
(Pu P) (Po P) zart. trTe Fu orf,- 
Kür.e oo ist f’ a: damit erhält man als endgültige Formel: 
(Po y) (Pr pP) ea a a 
Zähe Strömung um einen Staupunkt (rotationssymmetrischer Fall). 
Zur Lösung der auftretenden Differentialgleichung wurden alle Ausdrücke, wie Bewegungs- 
‚leichungen, Geschwindigkeitskomponenten usw. in Zylinderkoordinaten umgerechnet. 
Seien z, r und 5 die Koordinaten (Abb. 3), dann wurde entsprechend dem zweidimen- 
‘onalen Fall angesetzt: 
. a m 
Joe] Ü, Fa ‘ "r _— / (2) . . . . . . . . . . . . . . («), 
DE | 
ee et u Pi (S). 


Die Kontinuitätsgleichung ist wiederum erfüllt; »,=0, da es sich um einen rotations- 
ınmetrischen Vorgang handelt. 
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Der Ansatz entspringt aus dem reibungslosen Problem der Strömung eines Flüssigkeits 


strahls geren eine Platte, wo 


eilt. 
Für 2az im reibungslosen Fall ist also fi, Im zähen gesetzt worden. Im vorliegende: 
"all lauten die Bewegungsgleichungen : 





0v, a) Iop (Od? vw, Iov, v, r\ 
? / | m 
oda r z 0 04 Or? l Q l Be Q 2" 
4) 
(\ Z Q ! | R p (° ! | Q !'z Q ". 
,\— 3 
do l ( 4 002 ( z ) ( / Q 2” 


| 
= Aa 1 Skat I he m 2 Di | 10 


m a“ vv 77 
Mi ; FE . oo. re a Ri; T 
Die Randbedineuneen lauten 
für s=®: [=f=B, 
für =; =, 


Krmittelt man jetzt f aus Gl. (10), so kann man damit F aus (11) bestimmen. Zu diesen 
Zwecke geht man zunächst mit der Transformation 
1a)=A-.old), ad . » 2 Hr Wi 55 + MD 


in die Gl. (10), um drei Koeffizienten gleich 1 zu machen. Es ergibt sich: 


| ch 


=? Ao?’—  Apo" =2u’+raAgp” 
Durch Koeftizientenvereleich: 
| | 
„a | I ’(d | 
A 
A=2yar, A St DE  ; 


y 


Als endeültize Differentialeleichung ergibt sich aus (10) mit (12) und (13): 


go’ +2pp" Y2?+1=0 re aa 3 a Wut . nn Beni A 
mit den Randbedineuneen 
fiir & (): y ‘ : ). 
für & »: TE | 


Die Differentialgleiehung (14) ist ebenso wie die Hiemenzsche elementar nieht meh 
integrierbar. Ihre Lösung nähert man daher an dureh eine Potenzreihenentwieklung voi 


Null her: 


u. +8. +, +... +2 . ER 5 er IR 


Nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten können die a; bestimmt werden. Da ein: 
Grenzbedingung Jedoch im Unendliehen liegt, bleibt auch zunächst ein Koeffizient unbestimmt 


und zwar, wie sieh herausgestellt hat. a,. Aus den Rekursionsformeln 
( , a, ra, 0. ®& 
oe =a,+2a,2+302 + 








Ige\ 
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Heel he 1936; Homann, Eintlub großer Zähigrkeit 
e1 1“ * 14 .. . 

& eben sieh als Koeffizienten: 

(dl, dt, 0 GO, 
(, vorläufig unbestimmt Gy: 
di, 0.166667 O, 
Ad, 0 (,- 
(dl. 0 d,; 
m 0.299996: 10 Fa, (bio 
deı , “cc, us : y 
dt. 0.396825: 10° ,. 
dt, 0 (d,; 
, 0,097 - 10° a,’ = 
a,u= VB: 10 ta, dy; 
(9 0.360750 : 10° 5 
a,; HIV - IVO O., 
ü:; V,374ll1- 10 9a? d,. 
a,,= 0114597. 10? a,? 
Um nun a, bestimmen zu können, wurde 
Io) ” 
mäßie wurde gesetzt 
-g 0 + ‘ l 
ılı wobei var 
vernachlässigen kann. g, Ist die Lösung für & 
’ ’ ’ 
y=n try, 1 
da für & = 7 r ol, y " 
Die Randbedingung lautet 
EN! ba: “ ‚ 
für == oo: TV, . 
| ) Weiterhin eilt Fo’ E& r 
2) 
Die Integrationskonstante ıst fortgelassen, 
einzeht. 
(Geht man mit obigen Werten in Gl. (10), so ergibt sich: 
"m ı 9 „., [77 ro 
Yı 9,9; TP%ıPı (Yo 
Okler unter Vernachlässigung 
220 I > ©... Z P 
Yı -<-1%ı - 1, 
/ur Lösung dieser Differentialeleichung setzt man 
15) ’ 
. . D j 4 . 
Damit ergibt (18): 
> BE Y«D- 
Er | # 
ine spezielle, nicht identisch verschwindende Lösung von (19) ist: 
D, - 
st P, eine weitere Lösung, so gilt: 
ir Y<sds 

DD «bh D'’'«d — % sch’ «db 
2 PP, pP’d e Es», D, 
r ıese Gleichung ist direkt lösbar. Es ist 
+) 

In ne € 
Rad \ se-"dn 
nl ; 1)" 





2 ıLD ’ 
"-Yo W 


0.115735: 
0301482. 
0,134896 - 
0.211005 - 
0224141 - 


V,139946 - 


0516655 - 


V.ID2TOS: 


0119505 - 
0.371665 : 


VII? - 


0.943031 - 


bei Strömung um Zylinder und Kugel 





10 ’& 
0 >a,' 
se 
I 9 a,? 
u 
u 
ta 
10 7a, 
I) "a, 
u 
I "a, 


0 "a, 


6 


V.3SI7S1: 


V.IDTIDS- 
0.415153 - 


VIUHDS : 
0.199390: 
0.433457 - 
-V.294360 - 
0462914 - 


10 
IV 


10 
10 
10 
10 
10 


eine zweite Reihenentwicklung 


X, 


1 


ı„ 


9 f 


der ın g, quadratischen Glieder: 


e alleemeinste Lösune von (19) ist dann: 





0 


da sie ın folgender Rechnung 


Hl 


0 


von 


vom 


selbst 


0 


154 


Unend- 


\ichen her angesetzt, die der Grenzbedingung für y im Unendliehen angepaßt wurde. Zweck- 


(16), 


einer kleinen Größe entspricht, die man, soweit sie quadratisch auftritt, im folgenden 


wieder 


(1m). 


(18). 


(19). 
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Da für &E=o 9'=-d= 
7 fe $D 

Ind da 9, \Dd: 

0,=0+06,([-e-" 


Das Doppelintegral wird 


2C,\ydy\e 
Hiermit wird (20) zu: 
y) 
Nun Ist: 
2 \ er dı 


Führt man (22) ın (21) ein. 


Ist. Ks oı]t also 
Y%,—t, 
U, 
Yı 
B 
Ya 
U, 





0 gilt, wird (,—=0. Also 
(1 [71 r | 
> se-"dn=t,e = em 2\e "dn|. 
39 S . 
SF FS 
2n\etduldy=0, — C,\e"dy—2C,\ndy ler du (20) 
SL SF 5 F. 
nach Blasıus?) 
1 .f _. 1 ( ‚| 
du > @\e | dı \e "dı H ze "} 
. . . 
C ee 5 hl 
eo, ziert (atre)\e tan 21) 
ü 4 
=2\e "dn 2\e "" dn 2\e "dn—yn 
M M M 
(22) 
») ’ 
e-""dı 1 
Zu \ 
0 
.) 5 


va\ 


yal: 
») 


-;, 
4 ar 
ı - 


ur E 
sy \e dı | 


“ 


| 
|. 


di, 


a BL, 
vrjl | \ 


so kann man g punktweise berechnen, da ,_ \ 
= 


e= "di, tabuliert 


P n? d 7 


Hiermit ist auch, wie ein Vergleich mit (16) und (16a) zeigt, für die Entwicklung aus den 


Unendliehen 9. 4’ und 
/ / / 


In den beiden Entwicklungen treten «a,, €, und €, als Unbekannte auf. 
jetzt beide Lösungen im P 


bestimmt. 


unkt & 


Setzt man 


&, zusammen und bestimmt, daß Funktionswert und Wert 


der ersten beiden Ableitungen der Reihenentwicklung von Null her gleich sind den ent- 
sprechenden Werten, die man aus der Entwicklung aus dem Unendlichen her erhält, so 
ergeben sich drei Bestimmungsgleiehungen für a,, €, und C,, aus denen die Unbekannten 


bestimmt werden können. 


Also: 





2 f Ber | 2 7 
A, , So = u (, So E ( v | > So e . | ») +&°) \ 
| 0 
.) = .)” 24. E° > - | - \ * 
a, + 2a, DU... —=L, eo Sy ya, eT 
u 
0 
3a. +ba.& + 21.2Da.. & (,]y 7 | \e "dn. 
e; 0 yvtı r I 


ı, ZB’ lasius: Dissertation 


‚4. f. M. u. Phys. 198, S. 1. 
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Ag-#i \ıe+: 
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s wurde £, 


1,5 gewählt. da des alternierenden Vorzeichens wegen aus der Potenzreihen- 


twieklung das 9’, auf dem y aufgebaut wird, noch auf 0,002 genau bestimmt werden konnte. 


Die Auflösung der Bestimmungsgleichungen ergibt: 


abei 


wurde a, 


a,— 0,658619, 


mindestens auf 


otenzreihe ergibt sich: 


Die Werte für 4 ‚ q 4 


(tl, 


d; 


10 


d,;, 


Ad 


12 
Az 


Ad 


d;; 


7 


0.698619 


0.166667 


VIEH - 


0,191261 


—= (0592714 - 
0.360750 : 
0.106832 - 
0.497008 - 
0.762253 - 


VHODSIH - 


A 


zZ; 
und 4 


U. == 2.164 


fünf Stellen 


10° 
10° 
107° 
10? 
I0 
10°? 
10° 
10 ® 
10 °* 
a,=a,=da, 
sind 


aus Abb. 4, 


2, & 


venau 


Ad (). 


EB =: 


bestimmt. 


VA9T611. 


Für 


0,385391 10° 


V,UIDS673 - 10 
0,351675 - 10 


0.259,00: 10 


004605 - 107 


0.252966 - 10 
0,161233 - 10 
0.703675 - 10 
0.209783 - 10 


VITOH2O: 


die Koeffizienten der 


10 10 


genauer jedoch aus der nachfolgenden 
































labelle ersichtlich. Dabei ıst 9” auf zwei, 9’ auf zwei und 9 auf drei Dezimalen genau 
berechnet. Damit ist die Differentialgleichung (14) gelöst. 
Tabelle 1. 

£ q y ’ 7 [73 E 7 y ’ q [73 
) 0) 0) 1.3172 1.4 0,8546 0,9476 0.1697 
0.1 0.0064 0,1267 1.2172 1.5 0,9502 0.9635 0.1301 
(1,2 0.0250 0.2434 1.1178 1,6 1.0172 0,9762 0.0805 
03 0.0548 0,3502 1.0181 1.7 1.1453 VI86B 0,0622 
0.4 0,0974 0,4471 0.9200 I. 1.2424 0.0905 V.OAIS 
0.5 0,1439 0.5343 0.8235 1,9 1.3436 0.0935 0.0276 
0.6 0.2012 0,6129 0,7298 2 1.1430 0,0962 0.0180 
0,7 0,2659 0.6804 0.6400 2. 1.5413 0.9979 0,0115 
ILS 0.3370 0.7400 0.5548 2.2 1.6409 VVHOSH 0.0073 
(1,0 0.1137 (1,7847 0.4742 2.3 1.7416 0,9991 0.0042 
| 0.4951 0.8352 0.4015 2.4 1.8417 0.9995 0,0027 
1.1 0,5805 0,8712 1.3351 2.5 1.0420 0,9997 0.0016 
L2 0.6653 0,9025 0.2760 2.6 2.0423 0.U999 0.0009 
1.3 V,THOS 0,9247 0.2241 
Durch Integration von (11) erhält man 

a? v „ | .. ) 4 ’ | n2) +.) 

sFf=vf ra f’>=2uavro + Y°) (23) 


Wie im ebenen Fall gebraucht man wieder den Druckunterschied zwischen dem Stau- 


ck und dem Druck für 2 ©. 


Tu I. 


Für E —() 


f=%Be, 


wird (23 


(y e 


07611. 


) gleich Null, für & 


u“ eilt 
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Bıldet man jetzt wieder (Pu pP) minus (Po P). wie es sich aus der Bernoullische: 
Gleichung ergibt, so erhält man: 


’ Baia en 
B-r) -B - ob +51, -Shleorf: 
\ls endeültiee Formel erhält man: 


ee: ı RB 4 
a ae rn 


(Pu pP) Pu p ) - 0 vd 


Staudruck am Zylinder. 


Für eine zum Staupunkt führende Stromlinie ergibt die Navier-Stokessch: 


Differentialeleiechung: 


( ) ( MH ( 
/ >)” 
) z : i - R i ’ i , i ; ö (+) 


Den Verlauf von # auf dieser Stromlinie zeigt Abb. 12. Das am Staupunkt von der Potential 
strömung unterschiedliche Verhalten von « erklärt sich durch Zähigkeitseinfluß. Integriert 
man (25) zwischen den Grenzen R und ©, so ereibt sich: 


R 
a (} ie: ou KH Br F 
.) .) 'R ' yn rFI1,58% 
— r g : un u „ 
FT. 
Vu R . ; s 
Abh. 15 ergibt, daß vr, 0: gleichfalls ıst #0, und pr wollen wir gleichbedeutend 


7 55 
I 
mit der vorherigen Rechnung mit p, bezeichnen. Man erhält also 


R 
ou, £7° 
(PP, ’) — oYy ‚dx P z ö s u . r ° . ’ ; R ö R ö (26) 
I I 2 x \. y 
„9 
N 
ET i ’ . ” ) . .. 
\\..(d.r wird näherungsweise berechnet, indem für « der der Potentialströmung entsprechende 
0 


J 
Wert eingesetzt wird. Der Beitrag der Grenzschicht zu dem Integral ist bei nicht zu kleiner 
Re-Zahl klein dagegen. Als Potentialfunktion P der Strömung um den Zylinder erhält man 


a, RP? 
«Db Hr | 
er 
und «damıt 
ET [ | 2 I? 25.46 I? Dan) ı lv” IS .r” ı RR? | 
Vf ® y° er y y* 


Für y 0, also auf der zum Staupunkt führenden Stromlinie: 


Ir 
AuIT G6U,R? KL or, 
. n ed) air 
Ö ‚r > ig 2. Ö ff ID 
ye 
Hiermit ereibt (26) 
oU, ZorU, y- 
(Pr, Pl) 5 EB, + ae Sen 
oder 
Pop . 
ol) Br a tt Lt 5 Te Tu 
DU "2 Ne 
Mührt man y  o-g ein, so lautet Formel (27 
PP | m 
a 
vl 0 IX 
wo rg... 9SL ms” 


Um einen Vergleich der Meßerzebnisse mit der Theorie durehführen zu können, muß 
der Reehnung noch die „Verdrängungsdieke* (vel. Tollmien: Hab. d. Experimentalphysik 
bl. 4, 1. Teil, S. 262, „Grenzschiehttheorie") am Zylinder berücksichtigt werden. Aus de 
Lösung der Differentialeleichung (5) ergibt sich (Abh. 5): 


er Er d+-O 64T. 








(24 


tıal 
Pier! 


bend 


26) 


nde 


Iner 
nan 
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-» N* die Verdrängunesdicke ist. Also 


rn Pi Ad 
0644 Di 7 RE Se a 2 SE 
Y 


Vereleicht man in nächster Umgebung des Staupunkts die Strömung um den Zylinder mit 


sr Strömune zeren eine Platte, so erhält man aus Gl. (27a) und (6a) 
I0vUT, >, 
ovda - A : 
x R li 


"ihrt man diesen Wert in (28) ein, so erhält man für die Verdränzunesdieke 


a uU. # 2" 0,457 
( ‚6 | - / > - Ds / > | 2 ve . / > / 7 . 
E ’ i 1) [1 7 


5 Fa t , 
ie Abhängigkeit des TFA Re zeiet Abb. 6. 
. Li 


Da nun bei den Versuchsergebnissen Pe mit dem Zylinderradius AR gebildet ist, der 
tatsächlich wirksame Radius jedoch (AP -+- 9°) ist, verändert sich (27b) in: 


Pr pP iv 
»U]2g I+ DR 0%) 


/ 0 


Damit erhalte ich als endgültiges Gesetz für den Staudruck am Zylinder 


Be En ne he KO 
U2/2g Re + 0,457 | Re 


f] 0 


In Abb. 7 gibt die ausgezogene Kurve die Theorie wieder, die also recht gut mit der Praxis 
übereinstimmt. 








uuilüiinn 
— 
> 























> L i l r J 
Der 5 AR 0 7) 60 7 
0,647 [A 566.5) Abt fe ( XL 
Abh. >». \bb.6. Verdrängungsdieke am Zylinder und an der Kugel, 
r f )* 1,497 s )* 1,455 
am Zylinder: ‚an der Kugel: ‚, ; 
I \ Re h \ Re 


Staudruck an der Kugel. 


Entsprechend dem Zylinder gilt für eine zum Staupunkt führende Stromlinie bei der 
nurel 


[A r ) 


ou, 10p du B "0m 
’ . 4 y . 
ri) x ‘ A m h) rg 


op 02, 


teeriert man wieder über .r von vo bis KR: 


R 
o U, (u, u ’ 3) 
(»p ‚= — Hor\| ei ‚)dr ; ; } . : A . . . . (U), 
LE 4 En ; Q UB 02° 
I. 
It 
gr 


= „de=0: Up 0. Das Integral der rechten Seite von (30) löst man wieder, indem 
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für « der Wert, der sieh aus der Potentialströmune um die Kugel ereribt, einsetzt. |] 
Potentialfunktion dieser Strömung lautet: 


Für «die Potentialströmune eilt weiter: 


Q’ H N H 0” „H 0 
Pr y A) y Q . | 
Also 
I Y 
Wis " Om | ’ * H ’ ou *% 
( I (EA 
x Ö VB 02 Ü, Or R 
F. I 
x . Jr Ö “u r . \ . .. 
Setzt man den sich aus ?® für __ ergebenden Wert in der letzten Formel ein, erhält maı 
Or 
I 
(© HM N” = ] N 0 
-+-—; )dx — , 
h Ö y“ 02° I 
Iliermit wırd (30) zu 
‘) ER, ,' Oo) U, | 
Io ) B 2 > (+) I 
a 1 
oder 
Po y ı *) 
9/4) | > (1) 
0 N ii re 
oder mit y=o+4 
P, ) , , 
EN 0 u EEE 
112g Ir 


Setzt man auch hier die Verdräneunesdieke ın Reehnune, so wird. da im rotations- 
symmetrischen Fall & 0,5976: 





u; A 
946: - N)" | 


3T, ein 3U, u s* 0455 | 
Ad i 209,6 | si. a ar 
> R 2 R RR yYRe 


Ks zeigt sich, daß die Verdrängungsdieke an der Kugel und am Zylinder bis auf '/,' 
eleich ist, obgleich die Verdrängzungsdieke bei der ebenen Strömunge zeren eine Platte unter 
schiedlich von der entsprechenden dreidimensionalen ist. 


Berücksichtiet man in Gl. (1b) die Verdräneunesdieke, erhält man als endgültig 
Staudruck formel für die Kugel: 


Pe —Pp | 5 
U l2g le +- 0,455 y Re 


/ 0 


Die ausgezogene Kurve in Abb. S entspricht der Theorie: die Übereinstimmung mit de 
Meßergebnissen ıst wieder befriedigend. 


Aus den endeültieen Stauedruekformeln läßt sich die Abhäneiekeit des Zahlenfaktors 


I, pP € hs , 
von Ke bestimmen, wenn man no I - R setzt. Für die Kugel ergibt sieh 
6, -// ie 


h le 
Ne —+ 0,459 ] Re 


Aus der Stokesschen Reehnung erhält man für kleine Re: e=3. In Abb. 9 ist als Abszıs- 
log Re aufzetragen. als Ordinate 8 Im Gebiet von etwa Re=--01 bis Re=1 wird der Vi 
lauf von & ein wesentlich anderer sein, da das Stokessche Gesetz eine Annäherung von selı 
kleinen, das obige Gesetz eine solche von großen Reynoldsschen Zahlen her darstellt. 
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| Für den Zylinder erhält man auf dieselbe Art 
t Re ? 
€ (3). 


re - 0,497] le 


Nach Lamb°) ergibt sich bei kleinem Pe, wobei sich die Gültiekeit der Formel bis etwa 
Re 05 erst reckt 
| Ne {4 


’ Pe 36 
vos Mel Se ee ZZ Zn Zee Ze DE Se Zn 


In Abb. 10 ist wieder & ın Abhängigkeit von log Re aufgetragen. Innerhalb der Meß- 
venauiekeit bestätigen auch hier die Meßergebnisse die Formel (29). 


Mit Hilfe der Strömung gegen die Platte ist es nunmehr auch möglich, angenähert den 
maı On ® ut 5 

Verlauf von UN, und damit von p auf der zum Staupunkt führenden Stromlinie festzustellen. 
Die einzelnen Kurven wurden aufgenommen, indem innerhalb der Verdränzungesdieke Ö* die 
(irößen, wie sie sich aus der Strömung gegen die Platte ergeben, verwandt wurden. Von 
der Verdränzungsdieke an, die im vorliegenden Falle bei Re 100, einen Wert von 0,0455 
hatte, wurde potentialtheoretisch gerechnet. Um den Übergang von der zähen zur potential- 
theoretischen Strömung zu erklären, möchte ich als Beispiel die Berechnung von u anführen. 


u en 2 ; 
a) Die Lösung des zähen Problems = hat als Asymptote die Tangente an die Kurve ° im Punkte 
d > HM, 
9° 0,0455 em, die potentialtheoretisch gerechnet wurde. In Abb. I1 ist diese Tangente mit / 
24 bezeiehnet. Der Unterschied 2 zwischen der Asymptote F und «, im Punkte ., gibt die Ab- 
Er. weiehunge der zähen Strömung von der Potentialströmune an dieser Stelle. Daher wurde zu 
dem Wert «, an der Stelle ., das zugehörige x addiert. Mit Hilfe dieses Verfahrens erhält 
man punktweise den Übergang von u, zu ı,. 
‚Ih) 
| 
IOnS- 
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4 H } 1 
oe Melpunkte 
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Po x | 
Yon /dg | “= ARE. 

yo her | | | 





















; 7 4 u a - 7 77 4 4 Ribs von Busen. Pr 
[4 Assh] 4] +0 SU R & 700 120 U j 20 4) 60 20 
e Ass) ke 











Abb. 7. Staudruck am Zylinder, Abb.sS. Staudruek an der Kugel. 


Woafrınkto 
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turve l: €=3 (Stokes sche Lösung) Mellounkte | 
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| o,- zu Ro “2 oa 
| | ger e ri | ; ur 7 = BR. .— / + 
iin | m 1, | _ h vele te + 045 7 } KP / ' fi | 


turvel: &: IE — 
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Abh. 9. : für den Zylinder. Abh. 10. : für die Kugel, 


';, Lamb: Lehrbuch der Hydrodynamik, ?. Aufl. 1931, deutsch von E. Helly, S. 696, $ 343. 
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vi 
wa 
U, 
# 
Pi 
Uo 
Ur j 
Un Fi je LU 
Barren — o ' 
\bh. 1] Veranschaulichunge der Inteı \bb. 12. Geschwindigekeitsverlauf auf der zum Staupunkt 
polation het | herenne von den zähe Il fııhrende n =Siron linie bei dem Zylinder: Kurve Il; hei 
zur Potentialströmuner. der Kugel: Kurve 11. I 100, 





Ü { 4 6 13 vd 17 
% u 7 x 
ÖM \bh. 14. Druekverlauf auf der zum Stanupnnkt führend: 
55; 13, erlaufvon auf der 11 Stamıprtk ur "enlule s j : h e 
\ | Verlauf e. uf den Im upunkt Filhrenden Stromlinie bei dem Zylinder: Kurve TI: bei der Kur 
Stromlinie bei dem Zylinder: Kurve IT: bei der Kugel: Kurve Il. Mk om, 
Kurve Il 100, 
(\ „ * * > . 
‚ „ wurde entsprechend bestimmt: der Druck p ergab sich aus den Bewegungsgleichungen 
0 
hei der Kugel zu: 
D,—P» Ä PR I ou, in m 
- & (4) F 
| 2 > 7 00 AM) Or N a Pr m ur)" 


Statt 6 im letzten Glied der obigen Gl. (57) stand beim Zylinder der Faktor 4. Di 
Abb. 12, 15 und 14 bringen das Ergebnis: und zwar sind vergleichsweise die entsprechenden 
Kurven beim Zylinder und bei der Kugel immer auf einem Blatt gezeigt. Die Kurven gelten, 
wie schon gesagt, bei Re = 100, woher R=-0,01 m: 7, = Im: 0,0001 ke-s/ m? angenommen 
wurde. 


Natürlich zeben die letzten Kurven nur einen Näheruneswert,. der dureh eine zweit 
\nnäherunge wesentlich verbessert werden könnte: doch würde diese Aufgabe ım Rahme: 
der vorlieeenden Arbeit zu weıt führen. 


Zusammenfassung. In «der vorliegenden Arbeit wird über die Staudruckerhöhung & 
Zylindern und Kugeln, hervorgerufen dureh den Einfluß großer Zähigkeit, berichtet. Für da 
dreidimensionale Problem, also die Strömung um eine Kugel, wurde eine Differentialgleichun 
aufgestellt, die der von Hiemenz, der den zweidimensionalen Fall bereits gelöst hatt 
entsprieht. Die Lösung wurde ebenfalls dureh ein Annäherungsverfahren ermittelt. Di 
Lösung für den ebenen, wie aueh für den räumliehen Fall wurde auf die Strömung um d« 
/xlinder, bzw. um die Kugel angewandt: die so erhaltenen Formeln für die Staudruckerhöhun 
stehen mit den mitzeteilten Meßerzebnissen in guter Übereinstimmung. Zum Schluß wird eı 
Verfahren zur Ermittlunge des Gesehwindiekeits- und Druckverlaufs, sowie des Verlaufs vo 


\ 

( “ ’ x . . . . . h) 
, . auf der zum Staupunkt führenden Stromlinie dargelegt und auf den praktischen Fa 
Os 

Re 100 angewandt. 6 





] 
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® Neue \bleitune deı Hertzse 


en Härteformeln für die Walze 


\eue Ableitung der Hertzschen Härteformeln für die Walze. 
Von Ludwig Foppl. Technische Hochschule München. 





isher ist man bei der Ableitung der Formeln, die bei der Berührung fester elastischer 
PS Körper eelten. fast ausschließhieh auf die heilen Arbeiten von Heinrich Hertz an- 
owiesen: Die erste aus dem Jahre 1551 „Uber die Berührung fester elastischer Körper*, 
schienen im „Journal für reine und angewandte Mathematik” und die zweite aus dem 
ıhre 1882 „Über die Berührung fester elastischer Körper und über die Härte“, erschienen 
len „Abhandlungen des Vereins zur Beförderung des Gewerbefleißes, Berlin“. Da in der 
/wischenzeit die Fragen nach der Größe «der Berührungslläche und dem Spannungszustand 
‘ir den Inzeenieur von immer größerer Bedeutung geworden sind, hat es nieht an Versuchen 
fehlt. die oben genannten Arbeiten von IH. Hertz, die wezen der weitzehenden mathe- 
tischen Voraussetzungen, die sie fordern, vom Ingenieur kaum verstanden werden können, 
'ı die mathematisch einfachere Sprache des Ingenieurs zu übertragen. Es ist dies auch bis 
ı einem gewissen Grade im Falle der Berührung zweier Kuzeln bzw. einer Kugel mit einer 
hene eelungen '), wobei allerdings zur Vereinfachung von vorneherein die von Hertz gefundene 
ehtiee Druckverteilung in Gestalt einer über der kreisförmizen Drucklläche sich erhebenden 
IIalbkueel angenommen worden ist. Dagegen ist, soweit mir bekannt, bisher noch nieht das 
oleiche für den Fall der Iintenförmmgen Berührung zweier Zylinder bzw. der Berührung zwischen 
/xlinder oder Walze und Ebene durehgeführt worden. Es soll dies im folgenden geschehen. 
Dabei brauchen wir die halbkreisförmigee Druckverteilune längs der Drucklinie nieht vorauszu- 
setzen. sondern sie wird sich zwangsläufig erzeben. 








\hb. 1. 


Wir eehen von dem bekannten Spannungszustand aus, der sich in der unendlichen 
Halbebene unter der Wirkunze einer einzelnen Drucklast P ausbildet (siehe Abb. 1): 


ii 
nden 
Iten. 


(N). 


ko 

1 .. . . . -_ . En . . .. . ‚ 

Imen Harın hat 2’ die Dimension | da man die Last längs der sich in O0 projizierenden Geraden 
em i 


| . us . a v ° y . 
zleichmäßig verteilt annehmen muß. Werden die Verschiebungen parallel zur »- und z-Achse 
ty bzw. £ bezeichnet, so gilt bekanntlich 


| 


it , 


amt wollen wir die Einsenkungen { der Punkte der -Achse infolge der durch Abb. 1 
hun vebenen Belastune P berechnen, wobei wir die Integration der Gl. (2) nach z von der 
attı teren Grenze 20 bis zu einer zwar sehr großen, aber endlichen oberen Grenze z2——h 

Di treeken wollen. Dies ergibt mit Berücksiehtieune der Gl. (1): 


cd 


hun 


| u 
Ö (tz 
m ” 


') Siehe A. und L. Föppl: „Drang und Zwang“. Eine höhere Festigkeitslehre für Ingenieure. II. Di 
Ferner: H. Lorenz: „Technische Elastizitätslehre*, $ 65. 
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Bei der Integration nach z ist y als konstant anzusehen. Es handelt sich um die Ausrechnu: 
der folezenden einfachen Integrale 


oder da wir h als sehr groß gegen y voraussetzen wollen, 


h 
| | 
\ ‚da ) (4 
iR =y 
und ferner 
h h hı h 
\ | =" (dk I|ı d(z’) „ d(z’) 
\ r" d ) \ -) \ 2 > \ . 
Pr (4 2°) Ye Y y (+ a) 
| „ph | | „+ h? 
> log (y’ + 2°) » > log |’ ” | 
oder, wieder mit eenürender Annäherung, 
ı 
.g° | hi’ 
\„. da > (log 7: | | a Te u 


> 


Setzt man die Werte der Integrale nach Gl. (4) und (5) in Gl. (5) ein, so erhält man 


I’ hi? | 
L ‚log , | a ee a 
ıE y" MT 


Wie daraus hervorgeht, ist die Einsenkung, wie es auch sein muß, symmetrisch zur z-Achse 
Wenn wir daher das Quadrat unter dem log beseitigen, so ist für y der absolute Betrag 
zu setzen, so daß wir statt Gl. (6) auch schreiben können 


a ER Ä h | (6 
io 108 Et aa a a een 
” HE „ m 


Diese Formel wenden wir nun sinngemäß auf eine zur Achse symmetrische Lastverteilung 
an, «die von der «druckförmieen Berührung mit einer Walze herrühren soll. Diese Last 
verteilung p soll im Symmetriepunkt O ihre größte Belastungstdichte p, besitzen und beiderseits 
der Achse längs der Strecke a auf den Wert Null absinken. Das Gesetz, nach dem di: 
Belastungsdichte p sich längs der Berührungslinie 2a, die auch Drucklinie genannt wird, 
verändert, soll vorläufig noch offen bleiben. 


Wir setzen demnach p als Funktion von « an, wobei sich « auf die y-Werte deı 
Drucklinie bezieht. also.von u a bis 0 + a läuft. Von der Einzellast p du rührt nach 
(ıl. (6a) der Anteil 
pan h | 


Ä ‚ |2log | Ei; 
a Vom m 


und demnach von der gesamten Belastune der Drucklinie: 


UPS. 5 en 2. 
“ ak = 1OY y 2. PR a cn he 
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'sachtet man, daß für den Gesamtdruck, den wir wieder mit P bezeichnen wollen, gilt: 


I 


\pdu 


Ad 


[7 


nd daß wir ferner bei Beschränkung auf positive y-Werte setzen können: 
Aa ı 


u 


pdu \ loo pdu- \ lo& pdu 


so erhält man aus Gl. (8) 


r Si u. 
zii . | y 2% Mi y du 


e 2 I 
= a8 + Ilogh| -\ [log yu-+le(ytujpdu. . . «lo. 


u u 


Wegen des absoluten Betrages von 9 wu unter dem Logarıthmus ist es zweckmäßie, für 
Werte von y zwischen O und a die letzte Formel folgendermaßen umzuschreiben : 


U Ad Ad 


P 2 [f 


pH Ile h) | \ oe(y W)pdu-+\loefu pdu-t \ log(y+u)pdu) «1. 


) . . 
H u u NY „u 0 


Wir differentiieren jetzt Z nach 4 unter Anwendung vorstehender Gleichung, wobei wir also 
für y voraussetzen 


O<y- 
Dann erhält man, wobei zu beachten ıst, daß p nur von « und nicht von y abhängt, 


NH dA A 

d. = pau padn pdu 

Ip log ) + e P\ 2 

ae Te), + les), aut )ytu 
[2 0 7] HU 


d. A \ | Iy \ pdu 


- H \pd ; 
dy a R\ iz no ytn | a )y — w 


„H " [#) 


(12). 


ur Anwendung vorstehender Rechnungen auf die Frage der Berührung zweier Walzen, die 
kg 
ings der Erzeugenden mit der Kraft En aufeinander gedrückt werden, müssen wir uns ein 
sıld von der Formänderung beider Walzen in der nächsten Umgebung ihrer Berührung machen. 
\\ır setzen voraus, daß der Spannungs- und Formänderungszustand überall rein elastisch 
ein soll. Ferner nehmen wir an, daß die Größe der Drucklinie 2a, längs der die Berührung 
der Ebene senkrecht zu den Achsen der Walzen erfolgt, als unendlich klein von erster 
dnung im Vergleich zu den Durchmessern der beiden Walzen 2r, und 2r, anzusprechen 
1. Infolgedessen darf man die obigen mathematischen Entwicklungen, die den Spannungs- 
ustand in der unendlichen Halbebene, herrührend von einer äußeren Belastung längs einer 
lichen Strecke 2a betrifft, auf den Fall übertragen, daß die Begrenzung in eine kreis- 
rmige von endlichem Radius r, bzw. r, übergeht, während gleichzeitig die Drucklinie 2a 
endlich klein wird. 
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Wır wollen von der drucklosen Berührung der beiden Walzen ausgehen (siehe Abb. > 
Sie erfolgt längs einer mathematischen Linie, die sieh in 0 projiziert. Gegenüberliegend: 
Punkte der beiden Oberflächen wie 4, und .I,, die nachträglieh bei Anwendung des Druck: 
ın die Drucklinie fallen und sieh dort berühren, haben in erster Annäherune einen Abstan 


©.” ( Tu | | 
1, A,=r,(l— cosy,) tr, (l— cosy,)Fr, er r, 2 = en (13 
Fon ng ui l 
/ 2; 
| n 
\« Me 
kn 
bee muumn um Tas un mn ann 
Y B 
:\g, 
\ 
i 
z 





\ bh. ?2. 


Fügt man zu 4, 1, die elastischen Einsenkungen £, und £, der Punkte A, und A, der Druck- 
Näche hinzu, die sich nach Gl. (10) oder (11) berechnen lassen, wobei sich beide nur allen- 
falls ın den Elastizitätsmoduln X, bzw. E, der Materialien unterscheiden, so erhält man die 


gesamte Abplattung «@ der beiden Walzen zu 
ee ee ii (14) 
Die Abplattung « muß von y unabhängig sein, d.h. 


da 0 % 
.)) 
dy Pr Pr . (19 


\lıt Beachtune der Gl. (12) bıs (14) folet hieraus 


1,1) Ayfl , I\l pdu 
rer 4 \® E)\p z 
oder mit der Abkürzung 
| | 
u f, ri; 
/, 4 ©: . ; ; r ; - i Ä j ; ; (16), 
E,Ä, E, 
; ‚du 
15, a rn at ehe, Va 
y’ — uw 


Diese Gleichung verlangt eine bestimmte Druckverteilung p in der Drucklinie. Wir 
wissen von dieser Druckverteilung bisher nur, daß sie symmetrisch zur 2-Achse ist, an den 
Kmedpunkten für «== +.a vermutlich den Wert Null haben muß, während sie in der Mitte für 
"— V ihren größten Wert p, annimmt. Stellen wir p, durch eine Strecke dar, die gleich «, 
der halben Drucklinie ist, so ist 
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——— 


Po. y 
5 fu) 


.l Gl. (17) geht über ın 


Hi 
d 





Tbis 


ie Aufeabe läuft also darauf hinaus, eine Funktion von f(w) zu finden, so daß das letzte 
steeral unabhängig von 9° einen konstanten Wert annimmt. Mit der Lösung dieser rein 
«thematischen Aufgabe, auf die wir weiter unten zurückkommen werden, ıst auch die 
„suchte Druckverteilung gefunden. Wir können uns «die Aufgabe hier einfach machen, da 
' von vornherein von Hertz wissen, daß sich der Druck nach einem Halbkreis über die 
Drucklinie verteilt, so daß 

ja 2 Fa ee A 


Durch Einsetzen dieser Funktion f(w) in das Integral von Gl. (19) erhält man 


u 
„du 
u? 


Wir werten das Integral aus: 


Ad Ad 


u u a u)du 
\Ve=w au=| 0 
UR u” I‘ w)ya 


H ( u=V) 
| Jarın ıst 
| 
I 
| 
1} 


'aresin 


} 
| 


und?) 


Damit folgt aus Gl. (21) für 
(23). 


Bevor wir dieses Ergebnis weiter verwenden, sei darauf aufmerksam gemacht, daß wir 
damit aber auch das oben erwähnte mathematische Problem gelöst haben, das wir im An- 
chluß an Gl. (19) gestellt hatten, nämlich f(r) gemäß Gl. (19) zu bestimmen. Indem man 
on der bekannten Integralformel von Gl. (22) ausgeht, folgt daraus wezen Gl. (19) die 
"unktion f(u) nach Gl. (20), so daß auf diesem Wege die bekannte halbkreisförmiee Druck- 

(teilung nachgewiesen werden kann. 


Da sich die Drucklast P über die Drueklinie halbkreisförmie verteilt. so eilt 
„T 


.) 


e Be en er er 


sammen mit Gl. (16) und Gl. (23), in der wir das positive Vorzeichen verwenden müssen, 
ot hieraus: 


(Da }, 


Siehe Bireus de Haan: „Nouvelles Tables d’Integrales Delinies“: Tafel 12, 8. 39. 
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Der Vergleich der Gl. (25a) mit der von Hertz für die Breite der Drucklinie abgeleitet: 
Formel zeigt Übereinstimmung bis auf den Faktor / 1 = der bei Hertz noch hinzutrii 
111° 

Dieser Unterschied rührt daher, daß wir bei unseren Betrachtungen den ebenen Spannung 
zustand zugrunde gelegt haben, während bei der Hertzschen Ableitung der ebene Forı 
änderungszustand vorausgesetzt wird. Der Übergang von ersterem zu letzterem ist leiel 
durehzuführen. Es treten beim ebenen Formänderungszustand Spannungen o,„ senkrecht zu 
y,2-Ebene der Formänderungen auf, die sich aus der Bedingung berechnen lassen, daß di: 
Dehnungen &, überall verschwinden, d.h. 


(0, = We 


m 
Wordals 


} : s i ; - ; ; - : ’ ; i ; (Zu 
= . . 
m 


folgt. Diese Spannungen o, beeinflussen die Formänderungen der , z-Ebene, und zwar bringen 
sie für sieh genommen Dehnungen e&,,.- in der 9, 2-Ebene hervor von der Größe 


Ör Ö, O- 


ey ‘ ’ ’ PN . ° . m . . . . . . ° (2 

| mE lm’ | 

\lan kann «diesen Einfluß in den obigen Rechnungen zur Bestimmung von a und p, dadureh 
berücksiehtizren, daß man statt des Elastızitätsmoduls FE setzt 

FE (29) 


m“ 
Wenn man demnach ın den Gl. (25a) und (25b) statt E, und E, einführt 


2 [ ’ E | 


IE Ku mM. 


+) 
(U), 


so erhält man die von Hertz anzerebenen Beziehungen für den ebenen Formänderuneszustand. 


\Wır wollen die eewonnenen Formeln anwenden auf den Fall. daß eine Walze vom 

Radıus r auf eine Ebene mit 7 edrückt wird und daß Walze und Ebene aus dem gleichen 
em 

\laterial bestehen. so daß E und ın dieselben sind. Wenn die Berührune zwischen Walz: 

und Ebene ın Riehtunz der Walzenachsen zemessen auf einer nicht zu kurzen Strecke erfolgt 

so heret. weniestens sicher für die mittleren Teile dieser Strecke, der Fall des ebenen Forn': 

änderungszustandes vor, so daß wir In den Gl. (25a) und (25b) statt E, und E, die Wert: 


' u ‘ E 4 r , I; 
FE bzw. E, nach Gl. (30) einzusetzen haben. Mit r,=r,r,-v und FE, E, Ä 


folet demnach 


e 4 | | Pı | PıI 
> e | 7 (1 ne) Bi’ u Ei I\ x 
all 2) 
JS ) 
oder mit = 10 
u Pr P’E 
d 1,92 E », =V,42 - 


Formeln, wie sie mit diesen Zahlen ın den Lehrbüchern und der „Hütte“ zu finden sind. > 
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Über die kleinen Schwingungen eines Pendels 
mit oszillierendem Aufhängepunkt. 
(Zweite Mitteilung.) 
Von Artur Erdelyi ın Brünn 


Einleitung. Für die Stabilisierung instabiler Schwingungsvorgänge dureh Überlagerung 
\siner aber rascher Schwingungen hat Stephenson') ein schönes Beispiel gegeben in der 
‘sestalt eines Pendels mit oszillierendem Aufhängepunkt. Hamel?’), hat als erster auf dieses 
»roblem die Theorie der Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten angewendet. 
<päter haben noch van der Pol’) und Strutt?) die Schwineungen eines solehen Pendels 
'nı die vertikal nach oben gerichtete Lage behandelt. 

In einer früheren Arbeit’) haben wir nun mit Hilfe der Theorie der Hillschen 
Differentialgleichung das Pendel behandelt, dessen Aufhängepunkt in vertikale Oszillationen 
‚ersetzt wird. Wenngleich wir unter Annahme einer allgemeinen (periodischen) vertikalen 
Bewerung des Pendelaufhängepunktes die Existenz kleiner Schwingungen um die Gleich- 
sewiehtslage nachweisen konnten, haben wir numerische Resultate doch nur für einen 
Sonderfall erzielen können, in welchem nämlich der Aufhängepunkt nahezu sinusförmige 
Schwingungen ausführt. Wir haben damals diese Einschränkung ausdrücklich als einen 
Nachteil der von uns verwendeten Methode hingestellt und darauf hingewiesen, daß die von 
Ilirsch*®) angewendete Methode immerhin die Berücksichtigung der elliptischen Oszillationen 
des Aufhängepunktes mit allen ihren Unter- und Sonderfällen (unter denen «die vertikalen 
sinusförmieen Oszillationen mit einbeeriffen sind) gestattet. Freilich scheint uns die in 
ınserer früheren Arbeit, sowie schon früher von Bock’) angewendete Methode insofern dem 
vorliegenden Problem besser angepaßt zu sein, als sie sich entsprechend dem rein kinematischen 
Charakter des Stabilisierungseffektes nur auf die Beweruneseleichungen stützt, während 
Hirseh das ganze Problem statisch behandelt. Ferner hegen der Hirschsehen Arbeit viele 
zum Teil stillsehweigend gemachte und unkontrollierbare Vernachlässieungen zuerunde (vel. 
aueh die Einleitung von A). über deren Zulässiekeit man von vornherein niehts aussagen 
kann, so daß der Gültigkeitsbereich der von Hirsch erzielten Ergebnisse erst auf Grund 
unserer Untersuchungen festgelegt werden konnte. Im Gegensatz dazu gestattet unsere 
Methode ohne weiteres zumindest eine erößenordnunesmäßize Abschätzung des Fehlers. 


Inzwischen ist es uns gelungen, unsere Theorie, die auf die Integration der Differential- 


sleichung der Bewegung aufgebaut ist, so auszubauen, daß wir jetzt imstande sind, die Existenz 
kleiner Schwingungen um eine Gleichgewichtslage für allgemeine (periodische) Bewegungen 
des Aufhängepunktes ın einer vertikalen Ebene nachzuweisen. Numerische Resultate konnten 
wir erzielen 


l. für eine Ersatzschwineune, die entsprechend der ın A behandelten angenommen wird, 
aber nicht in die Schwererichtung, sondern in eine beliebige andere Riehtung fällt. 


2. für alle kleinen und raschen Schwingungen des Aufhängepunktes in einer vertikalen 


Kbene. 


Bei der Annahme I gelangen wir insofern über Hirsch hinaus, als wir imstande sind 
‚u sehen, zwischen welchen Grenzen die Voraussetzung kleiner und rascher Schwinzungen 
noch hinreichend genaue Ergebnisse liefert. Bei der Annahme 2 erhält man u.a. alle Er- 
zebnisse von Hirsch, soweit sie sieh auf ebene Schwingungen des Pendels (d. h. auf in einer 
‚vertikalen Ebene stattfindenden Oszillationen des Aufhängepunktes) beziehen. Darüber hinaus 
„eben die unter der Annahme 2 erzielten Ergebnisse Aufschluß über ganz allgemeine (in 
ner vertikalen Ebene stattfindende) Schwingungen des Aufhängepunktes. Im ganzen 
'heoretischen Teil haben wir die Dämpfung mitberücksichtigt, im rechnerischen Teil jedoch 
»rnachlässigt. Dies ist dadurch gerechtfertigt, daß sie praktisch keine nennenswerte Rolle 
vielen dürfte (wegen Ährer Bedeutung für die Theorie vel. A S. 236 und 2140), und daß die 
ılgestellten Formeln, die bei Berücksichtigung der Dämpfung unnütz verwickelt und weit- 

ig werden, leicht auf den Fall vorhandener Dämpfung erweitert werden können. 


'A,.Stephenson: A new type of dynamieal stability. Proe. Manchester Phil. Soe. 52, p. 8, 1908, 


G. Hamel: Über die lineare Differentialgleicehung zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten. Math. 
73, S. 371 bis 412, 1913. 
*"), B.vander Pol: Stabiliseering door kleine trillingen. Physiea 5, S. 157 bis 16%, 1995. 
'), M.J. O0. Strutt: Stabiliseering en labiliseeringe door trillingen. Physiea 7, S. 265 bis 271, 1997. 
°) gleichen Titels, in dieser Zeitschrift Bd. 14, S. 235 bis 247, 1034. Diese Arbeit wird im folgenden als A zitiert. 
',P. Hirseh: Das Pendel mit oszillierendem Aufhängepunkt. ZAMM 10, S. 41 bis 5>, 1090, 
‘) Dissertation, Prag 1932. 
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lın Vergleich mit den Ergebnissen, welche Hirsch a.a.o. erzielt hat, können wir fes 
stellen. «daß wir noch immer nieht imstande sind, die räumlichen Bewerungen des Pend: 
zu erfassen. Es scheint aueh hier eine natürliche Grenze unserer Methode darin zu liege: 
daß man zur Beschreibung der räumlichen Bewegungen des Pendels ein System von zwi 
Differentialeleichungen heranziehen müßte. Dagegen gelingt es uns, in einer anderen Riehtuı 
wesentlich über die Erzebnisse von Hırseh und denen unserer früheren Arbeit hinauszı 
oeelanzen, indem wir alle Schwingungen des Aufhängepunktes in einer vertikalen Eben 
behandeln können. falls sie nur klein genue sind, und wır können auch zeieen, daß sie eleie| 
wertie sind mit einer gewissen linearen Schwingung, welche dieselbe kinetische Energie ha 
wie die ursprüngliche. 

Da die von uns in vorliegender Arbeit angzewendeten Methoden im wesentlichen di: 
selben sind wie in A, können wir diesbezüglich auf diese Arbeit verweisen. Da sich aueh sons 
manche Anknüpfungspunkte und Parallelstellen zeigen, werden wir uns an allen diese: 
Stellen kurz fassen können. 


I. Theoretischer Teil. 


Problemstellung. Es sollen «die kleinen Schwingungen eines physischen Pendels um ein: 
Mittellage behandelt werden, wenn der Aufhängepunkt desselben kleine und rasche, im 
übrieen aber beliebige Schwinzungen ın einer vertikalen Ebene ausführt. Die Schwineunes 
zahl dieser Schwingungen sei n, die Entfernung des Pendelschwerpunktes vom Aufhänge 
punkt s, sein Trägheitshalbmesser ın bezug auf den Aufhängepunkt % und die reduziert: 
Pendellänee I (is. Abb. I). Hat man ein mathematisches Pendel, so bedeutet I=s—k di 
wirkliche Länge des Pendels. 








Abb. 1. 


Die Diiferentialgleichung der Bewegunz. Wir orientieren ein Koortdinatensystem so, dab 
die „Achse in «die negative Schwereriehtung fällt. Den Ursprung verlegen wir in den 
„kinematisechen Mittelpunkt”) der Oszillationen des Aufhängepunktes. £ und 7 seien du 
koordinaten «des Aufhängepunktes in bezug auf «dieses Koordinatensystem, © der von deı 
Pendelstanee mit der neweativen Schwereriehtune eingzeschlossener Winkel (s. Abb. DI. M du 
Masse des Pendels, AM sein Trägrheitsmoment in bezur auf die Schwingzungsachse. Wie 

A, ie, u. 
üblich, ıst 1 9 ar () usw. gesetzt. 

Wir stellen die Lagrangesche Bewegungsgleichung des Pendels auf. Die Bewerung 
des Pendels ist zusammengesetzt aus einer Translation in der .“-Riehtune mit der G« 
schwindigekeit &, einer Translation in der -Riehtung mit der Geschwindigkeit ij; und ein 
Rotation um den Aufhängepunkt mit der Winkelgeschwindigkeit ©. Die kinetische Energi: 


des Pendels ıst 


I; ze £ V&°- MW 1" -2M I) s cos (I) >M 7 J)ssın)-- kK’M ("N " 
>, Darunter verstehen wir folgendes: Sind < und n die Koordinaten des Aufhängepunktes in diesem Koordinate 
system, beide pe odische Funktionen von der Schhwingeungsdaner Tl. 0 soll 
f l 
Eur nv cdi 7 
0 “u 
sell Diese Gleichungen kann man dureh eine entsprechende Wahl des Ursprunges des Koordinatensystems imin 
erlitt Ik 
Die ersten beiden Glieder in der Klammer rühren von der Translation her, das letzte von der Rotation: d 


mittleren Glieden sind dureh die ('orioliısbe sehle timıertımıar bedingt. 
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ine potentielle Energie 
= M 4 27 1 Ss COS wi , 
Vonn man L und U in die Lagrangesche Bewegungsgleichung 


o(h—-U) d/el, 


ie, ao) v 


insetzt. erhält man 


k? (-) Ss (4 + ’) sın (-) — 0 £ COS (-) —() - 


Bedenkt man, daß die reduzierte Pendellänge I ist, so kommt man auf die Differential- 
Ss 


»leiehung 


Re 
sın I + N eos () (). 


/ieht man noch die Reibung in Betracht, die wir der Winkelgesehwindigkeit proportional 
setzen. so wird unsere Gleichung 
ji 


-ArnrznO sın I -+- ] cos IV 


I 
lauten. wo x eine (dimensionslose) Konstante bedeutet. 

Wir nehmen wieder zunächst heuristisch an, daß kleine Schwingungen um eine von der 
/eit unabhängige „Gleichgewichtslage* '’) möglich sind und führen diesen Ansatz analytisch 
ureh, um dann zu zeigen, daß die zunächst nur hypothetisch angenommenen Schwingungen 
wirklich existieren. Die entsprechenden Beweise lauten weitgehend analog zu denen in A, 
so daß wir uns hier kurz fassen können. 


Wir setzen 
/ 


lim \Odt, () 
I>X% ! 


Dann muß nach der Definition von a und unserer Annahme 


und 


Dann können wir näherungsweise 


cos l, sın y —@, 
sın O= sin (a t y) sin a | COS a 


cos I) = cos(a-ty) cosa gsın a 
otzen. Unsere Differentialgleiehung geht hierdurch über in 


y+1 Eee ,., 3 9-+1 . & 
N cosa— / sın a)q SsIN «u eosa, 


I | 


py-+4tnzng 


eine inhomogene Differentialgeleiehung, die aber dafür linear ist. Von den Koeffizienten 


eser Differentialgleichung sind & und 7) periodische Funktionen der Zeit, alle anderen aber 
nstante, 


10, Wegen der Definition dieser vgl. A Einleitung. 
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Da » die Sehwineuneszahl des Aufhängepunktes bedeutet, sind E und n mod ? 
/ 


periodische Funktionen von Zrnt. Wır führen diese Größe als neue Variable ein und bh: 
zeiehnen die Ableituneen nach dieser mit Striehen. 


r Int") 


( Ingo S In? n? &" 1, ka’ nm", 
Dann bekommen wır 
’ -’ı ’‚ -’ı9 
"+2 a. | — sin (-—# 4 \sin ei (Ad 
{ A ICOS Aa = ART ' 2 e- 1 = (l OS, z 
‚ tn?’ n’l / / ! tı® n?l [ I 
Wır setzen 
‘ 
- 7 (.) 
La’ mn’! 


Sind , und y, zwei linear unabhängige Lösungen der homogenen Differentialgleichung 


7 -’ l 
je 
/ = 


y’ ) 2’ 7 | cos a 


nr ie an Da (61, 


y, ein partikuläres Integral der inhomogenen Differentialgleichung (4), so lautet das allgemeine 
Intezral derselben 


gar) ec, y,\X) To YsIX) TO) een (“ 


Herleitung der Stabilitätsbedingungen. Wir werden in «diesem Abschnitt notwendige 
Bedingungen «dafür herleiten, daß die Differentialgleichung (4) für g eine kleine Funktion 
vom Mittelwerte O0 ergibt (vel. auch Gl. (3) und (2). Aus diesen Bedingungen wird sich 
die Gleichzewichtslage ergeben. Im nächsten Abschnitt werden wir dann zeigen, daß diese 
Bedingungen auch tatsächlich hinreichend sind, d. h., daß bei ihrer Erfüllung die Differential- 
eleiechungz (4) wirklich eine Lösung vom Mittelwerte 0 besitzt, welche für alle Werte von f 
(oder “e) klein genur ist. 


Die homorene Differentialeleichung (6) kann dureh die Substitution 
vi) Ben 1) 
auf die Form der Hıllschen Differentialeleichung gebracht werden'?). Man erhält 


2 -'y 1 
u. | 7 


Y Fi —:7T eos a 


sinal; ). 
l l .|% 
Diese Differentialeleiehune hat die Form 


dy 
e [7 L_ vP(r)] 7 0). 

d.r: € f 

wo Pd) eine mod 2.7 periodische Funktion von . ist '?). 


Aus der allgemeinen Theorie der Hillschen Differentialgleichung benützen wı 
folzende Sätze: 


I. Das Theorem von Floquet''l: Die Hillsche Differentialgleichung besitzt zwei (in 
Kalle u V und u -i hnear unabhäneiee) Lösuneen von der Form 


y,lır) e" X Fiir), Ytlır) e BEE, can ao (S 


wo Fund G mod27 periodische Funktionen ılres Argumentes bedeuten’). 


Dieses x hat niehts mit den Koordinaten zu tun! 

Bezüglich der Theorie der Hillschen Differentialgleiehung sei verwiesen auf die Monographie v‘ 
\.J.0,Strutt: Lamesche, Mathie usche und verwandte Funktionen in Physik und Technik. I. Band, Heft 
der Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzeebiete. Berlin 1992, Springer. Da sind neben einer kurzen Zusamme 
stellung der Ergebnisse de heorie auch reiche Literaturangaben zu finden. 

13 \vrl nt 1 »“ { \ nY ] 
1, d F] S S ns differentielles lineaires a eoeffieientes periodiques. Ann. Eeole norı 
13, p Ns N 


Die in A zitierte Form des Floquetschen Theorems ist nur für gerade Funktionen $ (x) gültig. 
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2 > Die im Floquetschen Theorem auftretende Konstante « ist entweder rein reell 
hi »r rein imaginär, oder aber sie hat einen von Null verschiedenen Realteil und den 


einärteil ! (vel. z.B. Strutt, l.e. Anm. 12, S. 14). 


3. Die inhomogene Hillsche Differentialgleichung (4) besitzt stets ein rein periodisches 
‚rtikuläres Integral. Im Falle vertikaler Schwingungen des Aufhängepunktes reduziert 
hi dieses partikuläre Integral auf eine leicht angebbare Konstante. Die Kenntnis dieses 

einfach gebauten partikulären Integrals hat erst die in A sowie die bei Bock gegebene 
handlung des Problems ermöglicht. Da in allgemeineren Fällen über die Lösung der 
omoeenen Hillschen Differentialeleichung fast gar nichts bekannt war, konnte man an 


E ne ähnliehe Behandlung nicht-vertikaler Oszillationen des Pendelaufhängepunktes nicht 
srantreten. Erst aus in der Zwischenzeit durchgeführten Untersuchungen des Verfassers '") 
oht hervor, daß ein rein periodisches partikuläres Integral vorhanden sein muß. Auf Grund 

(5 isser Tatsache sind wir nunmehr in der Lage, ähnliche Überlegungen durchzuführen, wie 
vir sie auf S. 238, 239 unserer früheren Arbeit angestellt haben. 

Wir werden nämlich zeigen, daß die Differentialeleiehung (4) nur dann eine für alle 
\Werte von x klein bleibende Lösung haben kann, wenn 
u=x bzw. u “ti. 

iu Ist zunächst Neu >, so wächst für e, 720 g über alle Grenzen, Gl. (7) stellt dann 

ni eine instabile Schwingung dar. Für e,=0 reduziert sich aber @ nach hinreichend langer 

ine 


Zeit auf g,. Wie schon aus dem Sonderfall der vertikalen Schwingungen hervorgeht, wo 
», tea ist, muß 9, durchaus nicht klein sein, so daß wir für diesen Fall sicher keine kleinen 
(7) Schwineuneen um die Gleichzewichtslage « erhalten. 

Aber auch wenn Re u«<z ist, bekommen wir keine kleinen Schwingungen. Nach hin- 
reichend langer Zeit klingen y, und y, ab, und 9 reduziert sich auf g,. so daß wir im 


ige | 
kan wesentlichen dieselben Verhältnisse haben wie im vorigen Falle, wenn e, =0 war. 
sich Nur wenn Ne u=x ist, haben wir nach hinreichend langer Zeit 
@8e 
al- gr) c,y,\%) + YP1%) ER na ae Te FE N 
nt unit einer periodischen Funktion y,(@*). In diesem Falle sind ‚die Schwingungen nach hin- 
reichend langer Zeit annähernd periodisch. Aus diesem Grunde ist 
! T 
f | | 
Im — \4 At T ey) + yola)]dt, 
14 
u u" 
wo T die Schwingungszeit des Aufhängepunktes ist. 
n 
Aus den Sätzen von OÖ. Haupt'’) folgt, daß man jedenfalls eine für alle Werte von 
daher auch für alle Werte von #) von Null verschiedene periodische Lösung von Gl. (6) hat. 
Kür diese Lösung ist dann sicher 
m 
\y,(a)dt en >, 
0 a 
Wenn wir dann 
r 
\g „(ae)dt 
0 
Wil C, u T 
\yr, de) dt 
0 
(m 
otzen, so haben wir sicher mit e,--O eine periodische Lösung unserer Differentialgleichung (4) 
om Mittelwerte O0 (vel. Gl. (9)). Hierzu ist es notwendig, daß wir a so bestimmen, daß 
(S 
Neu=x, 
ı. daß Gl. (6) eine periodische Lösung besitzt. Wir werden aber noch zu zeigen haben, 
(diese periodische Lösung für kleine Schwingungen des Aufhängepunktes tatsächlich 
" ein Ist. 
eft 
me "), A. Erdelyi: Über die reechnerische Ermittlung der Schwingungsvorgänge in Kreisen mit periodisch 
ınkenden Parametern. Arch. El. 29, S. 473 bis 480, 1935, insbesondere 8. 485 bis 487. Ferner auch A. Erdelyi: 
Schwingungskreise mit langsam pulsierender Dämpfung (Zur Theorie des Pendelrüekkopplungsempfängers), Ann. 
. hys. (9) 23, S. 21 bis 43, 1935 


"), 0. Hanpt: Über homogene lineare Differentialgleiehungen zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten, 
\nn. 79, S. D278 bis 285, 1919. 
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Bei vorstehenden Überlegungen haben wir stillschweigend den Fall tea=0 aı 
eeschlossen. Da die Diskussion dieses Falles im wesentlichen genau so verläuft wie in 
wollen wir sie hier nicht wiederholen. 


Il. Rechnerischer Teil. 
Die Gleichgewichtsbedingungen. Wir werden jetzt das periodische Integral der Differenti: 
eleichung 


’ f .) ’ | 7 < Ä 
| | 


; ) . 
( (.r) —- 2 %ı( 1207 i7-7 | eos A SINN «4 f (r) E | ] |sin 7 eos 4 


I 


aufsuchen und zeigen, daß es allen zu erfüllenden Bedinzeuneen zeenüet. Wir führen di: 
kechnung nur für denjenigen Fall dureh, in welehem der quantitative Einfluß der Dämpfung 
so zerine Ist, daß man mit einer guten Annäherung 2=0 setzen darf: doch kann man mit 
einem entsprechend größerem Rechenaufwand den Fall 2/0 genau so untersuchen. Füı 
sehr kleine Werte von z erhält man das Ereebnis, daß die Gleiehzewichtslage durch di: 
Dämpfung in erster Näherung nicht beeinflußt wird. Ähnlich, wie in A S. 2416 Gl (33) tritı 
in der Formel für die Gleiehgewiehtslage erst das Quadrat des logarithmischen Dekrementes 
der Dämpfung auf. 


Für z=0 können wır ın bekannter Weise an Stelle unserer Differentialgleichung die 
Volterrasche Integralgleichung 


= 
‚ 4 7 (ll ku) 
Aa) Im >. \ — sIN «u eos a, t.ır u) u 
YA | | 
ıı 
x 
. ‚ - 
| y u) u ,e / 
- COS A sın a, q It) “du 
iR I ! 1’ 
u 
sehreiben. Da 
\ 
| "du ) (ar au) Au =E£(x) —Elo)—xE (o) 


Ist, und eine entsprechende Gleichung für », besteht, so haben wir mit den neuen Konstanten m. n 


Bi n (er) & (22) 
ya) IE 2-5 Sına- zz’ sına- COS A» 
2 I I 
\ 3 age): he 
| y im) e iM) ; 
\ T — / COS N Sn ur q (t)di.r udn 





Daber bedeuten m und n zweı zunächst unbestimmte Konstante. Sınd unseren Voraus 
setzuneen eemäß die Oszillationen des P’endelaufhängepunktes im Vereleich mit der Pende! 
länee klein. also 


une die Oszillationen selbst rasch. 


ıume soll noeh. wie wir vorauseesetzt haben. 


sein, so müssen Jedenfalls auch »» und » klein sein. Wır haben im vorangehenden Abschnı 
nachgewiesen, daß man m und » so bestimmen kann, daß 9 (@“) periodisch wird. In diese 
Abschnitt haben wir noch zu zeigen, daß eine solehe Bestimmung des Wertepaares m, 


en 
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ul \ . . \ ' . . & N 
| 'ı mörlieh ist, wenn man sich auf kleine Werte von m und n beschränkt. Da I’ und 7 


» klein sind, können wir in der ersten Annäherung 


6 zama _, na). & dir) 
wa)w go" kr m—+- nat x — sın a cos a 
7 (.r) 4 (.r) Y Ä N ] 


.) 
Ar sen. Ein besseres, für unsere Zwecke hinreichend genaues Ergebnis erhält man, wenn 
n in das Integral auf der rechten Seite der Volterraschen Integralgleichung (10) diesen 
‚heruneswert für (u) einführt. So erhält man 








= 
, . (| y" (w)) | (u) E 
plr)=g * (x) + \ Nr j jesar 7 sın a4 "(u)e wW)du+-R. 
di 1) 
ung \ r 
Den Fehler, den man begeht, wenn man 
1) 
e | (m) (u) 
N) u - u) . & 
dir ID \ Tr OS a sın R. ly (1) q” (u)l(r u)du 
tritt \ | | 
0 
tes 
vernachlässigt, kann man folgendermaßen abschätzen: 
die Ks sei für alle Werte von u 
(m) z ln) n. 
l —. l — 
‚ 
nd) 7 (u) e 
>=, H*, 
I I 
- 1 } [z3 
& l Ss ; ’ ’ 
Da und und auch und ; als klein angenommen wurden, und auch r klein sein | . 
sollte (die Oszillationen des Aufhängepunktes rasch), so kann man voraussetzen, daß 
I®(t+H*+E*<1. 
Unter dieser Voraussetzung ergibt sich aus Gl]. (10) für 
0 Hin In 
die Abschätzung 
n.Nn r un 
m+2nrn+2n’r+-H +: y 
pda)“ - Pr =. —=M, 
! | ta°’(t+ H"+.:*) 
und für 9 — g* die Abschätzung 
(Io\, g (.r) 9° ()|: tL°(tT-+ H*-+-=*)M. 
Infolgedessen ergibt die Abschätzung des R darstellenden Integrals 
IRIs16r’(t + H*+-E*?M. 
raus Alle diese Abschätzungen gelten für das angegebene Intervall von x. So sehen wir, daß der 
de | vernachlässigte Term (bei kleinem r, H*, Z*) von höherer Ordnung klein ist, als die bei- 
behaltenen Glieder. (Freilich treten in dem verwendeten Näherungsausdruck noch Glieder 
aul, welche von der Größenordnung des Restes sind. Diese Glieder werden wir im Verlaufe 
(ter weiteren Reehnung folgerichtig zu vernachlässigen haben.) 
Wenn man die Integration durehführt, erhält man 
m m . ü 107 (ar) dir) dur) 
1.) IX cosarı] (0) sına-c(o) + sın a COS Aa -MCOSA. 
I I I I I 
X N x [A 
dr) ya) lu) lu) 
Pmsına- 2ncosa-\ 7 du > sina\ du+2rsin2a\de\, Au 
0 0 f 0 
x ı x [Bi 
Iını R "Elu) El) 
np Tcos? a \ dv \ du-+-5tsiın?’a \ dv \ du 


) 
. . . 


Hl, 0 0 0 0 
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sten iu 


x ı 
er - 
I\inyla)a du) 
sina- cosa\d "\ 1 Au D, sinacosal\d "\ 
# 1 0 
x ! . (bj 
vr I iyt)£l) | Are 
sın“ a\d bi \ E { " Inu pn. COS” a\d ii \ 

ı) ( 0 0 
(0) (0) (0) 
zin MCOSA: mi SINn«d- NCos a -NSINnAa- 

I l | 
X 
u £ 7) Ela) 
D,sın? «a D, cos’ a -NCOSA ] mn siına* N rsin 2a 
‚Irsına ur | sr | 
be | 3 \ 2 COS ( ‚sin aa { ‚sın 4 > U, 
T ‚.nde) Fan nr 2 Er _ 
Sın Zu sin & COSAUr ME -SInza»&a 
| I 2 | in IS 
mit foleenden Bezeichnuneen : 
rn > 
I (Elta) 2’dlu) | (IE (a)? 
(' \ du \|> du 
l .) pr -) 
In l In I 
I ) 
in na 
| ylalıy (wm) | da)! 
= \ du : \ du 
2n i 22 
ı v 
In an 
. wi . ’ = 
r | walE u, | \" (u) le) 
In = dı, 
en. " ER. !: 
) () 
N en 
| Elena I N Edu)ny ke) 
Ü du - In: 
, > \ !: 5 | pP ’ 
() # 
3A 1 
ei; El) E’ku 
M) Ir\|° — ZT 
In \ p j 
v u 
eg n 
E.SE Inlıı)n ku) 
D Ir Inu 
ee 
ı ı) 
*) 7 / 
| | 1, \ lu) lm) ’ 
J in ” N, 
} ) T, [? 
ı) ıl 
’q } 
wi IEku)n Im) 
& ) | 
I, 3.\d "\ E a RT 





TElfu)E’ku) 


j: du 


C\du l, 
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(0) 


+(D,- D,)sınaco 


5% 
i lm) ' 
du- 2rsın’ a Au 
\; du 
ı 
| i 
N cos’ a 
R. 
(il) 
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lem auf diese Weise gewonnenen Ausdruck für (x) sind alle Terme bis auf die mit 
tenzen von x multiplizierten und AR sicher periodisch. Man kann m und n so bestimmen, 
I. die periodische Funktion den Mittelwert 0 hat und 2. das mit = multiplizierte Glied 
‚schwindet. Diese beiden Bedingungen für m und » ergeben ein lineares System von zwei 
sichuneen, aus welehem sich Werte für m und » ergeben, die selbst von der Größenordnung 
D,; und 7 sind, womit die Bedingung (3) erfüllt ıst! 
Zunächst muß jetzt der Faktor von .«? zum Verschwinden gebracht werden. Da €, bis €, in 
} s . . R 
und von der zweiten Ordnung klein sind, und m mindestens von der ersten Ordnung 
LH . . Y hd Y [77 » ® 
sin ist. sieht man, daß das Verschwinden des Faktors von «°” verlangt, daß 7 mindestens 
. . . . . n & 7 
on der zweiten Ordnung klein sei. Aus diesem Grunde darf man m r, nt und a. als 
t) \ , ; ö er. ” R 
du on der dritten Ordnung klein in unserer Näherung vernachlässigen und bekommt sodann 
| '‘oleende Gleichung, aus der sich die Gleichgewichtslage «a ergibt: 
0,—(Ü, . C,+C, 
sına+ ——; naar Time. . 5 
und welehe sehon mit Berücksichtigung der Identität C(,= €, aufgestellt worden ist. Dar 
von der zweiten Ordnung klein ist und also nr bzw. 7° von der dritten bzw. vierten Ordnung, 
kann man die Glieder mit «° bzw. »° vernachlässigen (zu R schlagen) '”). 
Sonderfälle. 
Die lineare Oszillation. Hier ist 
S— AsındP(2a nt) 
(15) 
1) Acos#P(2rnt) | 
zu setzen. A bedeutet die Amplitude der Schwingungen des Aufhängepunktes, ” eine 
periodische Funktion ihres Argumentes von der Amplitude 1,’ und 9 den Winkel, den die 
Oszillationen des Aufhängepunktes mit der y-Achse einschließen. Das Gesetz, nach welchen 
der zeitliche Ablauf der Oszillationen vor sich zeht, sei zunächst ganz beliebige. Dann haben 
wir aus Gl. (11) 
er 
(A 5 u | ch’ ” 
C,: 7} sin », \IP Woran, 
1 
Zn 
Li I ( 
' B x en. \ ’ ) 
C, (7) eos ı) 3, PR] du, 
N 
2n 
(bi) (' (' 4 "sind cos - \j® «) du 
3 4 l ’ n .) 7 | ’ ’ 
M 


\lıt «diesen Konstanten erhält man aus Gl. (12) die Gleiehgewichtsbedingung zu 


en 
L’AY IT... 
rang —— | | 9a \ [Po du-sin2(a HN) 0, 
2 Tr 
der wenn wir noch 
en 
2m 1L 
NK= ee 2 a Be A 
14 a, \l (u) (a) 
0 
!zen., 
r we " 
sın ? (a +) Ka (15), 


I») Man wäre geneigt zu meinen, daß das Wachstum von x sehließlieh doch ein Merkbarwerden dieser Glieder 
rer! 


xt, wie klein auch die Koeffizienten sein mögen. Doeh ist dem nicht so, da wir im Besitze unserer allgemeinen 
mie x auf das Intervall 0 <x <?27 beschränken können. 


12” 
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dieselbe Gleichung, die auch Hirsch l.e. gewinnt. Nur beschränkt sich ihre Gültigkeit b 
Hırsch auf harmonische Oszillationen des Aufhängepunktes, für welche 


. n? mn? 4° 
Pu) sin. also A 
ly 


(vel. Hirsch a.a.0. 8.48, Gl. (14b)) zu setzen ist, wogeren unsere Formel (1 t) alle lineaı 
Oszillationen nach irgendeinem Zeitgesetz erfaßt. Aus Gl. (14) ist abzulesen. daß zwei lines: 
Oszillationen, welehe dieselbe Richtung und dieselbe kinetische Energie haben, gleichwert 
sind. Diese Tatsache, die auch rein physikalisch recht plausibel erscheint, verdient Beachtun: 


Wegen Diskussion der Gl. (15) sei auf die zitierte Arbeit von Hirsch verwiesen. 


Die elliptische Oszillation. Hier ist 


e& Acos?a ntsın -PBsin?n nt cos o 
7 lcos2rzntcoso—+ Bsin2antsino. 


|, B sind die Halbachsen der Ellipse, «» der Winkel, den die Ellipsenachsen mit den 
koordinatenachsen einschließen. Hier hat man 


N. B\: | 
7 D | | sın? m | | ] cos’ | 
2 ; | | cos’ +| s | sin? 
G,=L, | - | | z y sin m cos m 


zu setzen. Aus Gl. (12) erhält man die Gleichgewichtsbedingung 


i | | A ’ B . . 
Tsın a | ,) | | (cos ?!osınla—+sın?wcos2a)V, 
oder wenn man 
na? n? A? a? n?B’ 
N, . N 
yı gl 
setzt, 
sına (KA, EI 2 nee 


eenau «die Gleiechune, welehe aus den Gl. 29a) und (Ob) auf S. 51 in der Arbeit von 
Hirsch hervorgeht, wenn man in diesen Gleichungen statt z,: 0, statt y: 0, statt w,: 
und statt m: a + m setzt. 


Ersatz einer beliebigen Oszillation des Aufhängepunktes durch eine lineare. Die Gleielı- 
gewichtsbedingung für eine elliptische Oszillation zeigt dieselbe Form wie für eine lineare, 
so daß jede elliptisehe Oszillation hinsichtlich der Bestimmung der Gleichgewichtslage dure| 
eine lineare ersetzt werden kann. Zu diesem Zwecke haben wir nur 


N N N, a ) = (ct) 


zu setzen. Es taucht hier die Frage auf, ob dies eine Eigentümlichkeit der elliptisch: 
Oszillation ist, oder ob nieht vielmehr jede beliebige Oszillation für die Bestimmung d 
Gleichzewichtslage (im Gültigekeitsbereich unserer Theorie) durch eine lineare erset 
werden kann. 


(il. (15) kann man auch in foleender Form schreiben: 


sın a NKeos?2»sın a Nsın? VJcos?a—=0) 








den 


eare, 
lure! 


ch: 


di 
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! diese Gleiehung wird mit Gl. (12), mit der Gleichgewichtsbedingung für beliebige 
‚zillationen des Aufhängepunktes identisch, wenn wir 


E. (! eu. U 
a, Ksin29= 
>17 >17 


NKcos?2ı) 


zen. Indem wir Gl. (11) und (5) berücksichtigen, erhalten wir 


an 
v 939 T n” =’ . ’ 1 
Ke*t: \l: (u) iylu)Pdu. 
gi. 
0 
Jaraus ergibt sich 
.. zn? A FE er a = 
= year . + AR 
& “u 0 
2) (u) du 
te 20 a Ge  ° 


Io) a)du 


So haben wir Richtung und charakteristische Konstante AK jener linearen Schwingung 
hereehnet, die in dem oben gekennzeichneten Sinne als Ersatz für unsere beliebige Schwingung 
angesehen werden kann. Dieses Verfahren versagt nur, wenn K=0. In diesem Falle wird 
auch t22% unbestimmt. 


Die lineare Oszillation. Durch die Tatsache, daß jede in einer Schwereebene stattfindende 
Oszillation des Aufhängepunktes durch eine lineare Oszillation ganz bestimmter Richtung und 
Intensität ersetzt werden kann, gelangt die lineare Oszillation, zu einer großen Bedeutung, 
so «daß ihre ausführliche Untersuchung gerechtfertigt erscheint. Da ferner alle linearen 
Oszillationen gleicher Richtung mit gleicher mittleren kinetischen Energie gleichwertig sind, 
kann man die Zeit-Weg-Kurve der Oszillationen beliebig annehmen. Zweckmäßig werden wir 
eine Form wählen, für welche die Hillsche Differentialgleichung explizite lösbar ist. Am 
besten nehmen wir diejenige Zeit-Weg-Kurve, die auch unserer früheren Arbeit über diesen 
(egenstand zugrunde lag und welche auf die sehr einfach lösbare Meißnersche Differential- 
sleichung führt. Da die Rechnungen weitgehend parallel zu A II laufen, werden wir uns mit 
einigen Andeutungen begnügen können. 


Nach A Gl. (13) und Gl. (13) dieser Arbeit nehmen wir 


Irr 


6. 1n°t | 4 t\sin ) 








in | 
1 2:5548 | 
) 16.4 n’tl-, cos) 
& 16 1m li 5,41 t) sın ) 
in II 
. A) T rq ( 
1) 16 Amel „| cos ı) 
, wobei I bzw. II die Zeitintervalle 
mn nr 
B<Ii<z baw —<i<T 


deuten. Dann ist nach Gl. (14) 
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ie TEEREEE . und Me: 
Die homorene Differentialgleichung wird 
ee 
ın | Y 32m’ N lo cos a vos (a ”)) Y 0 
(10 


3.54 


in II / 32 n° lo cos a—+ cos (a "| z 0 





lauten, und wir müssen diejenigen Parameterwerte suchen, für welche sie eine periodisch 
Lösung besitzt. Bezeichnen wir mit 


h* Sa lo cos a cos (qa ))| 
I Sa lo cos a — cos fa ı) | 
7 | 
Ö - 4 dl 
32An’ I 


so Ist die Bedineune hierfür 


ze h; 
| COS h COS k » | z - h |sın h sın IR : ; ; : } ; i ’ ü (20) 
Ks ıst 
Ir k: but oscosa. h? li? Ib a cos (a D). 


Die kritische Frequenz, d.h. diejenige Frequenz, unterhalb welcher eine Stabilisierung nicht 
möglıch ıst, ist dureh den Schnittpunkt der Geraden 


hi "= + 16a 


mit der dureh Gl. (20) dargestellten Kurve gegeben (vgl. auch A Abb. 3). Sind h,?, k,? die 
Koordinaten dieses Schnittpunktes, so ist die kritische Frequenz aus 


nn BR 


ba cos /) 


zu bereehnen. Die Berechnung einer Gleichgewiehtslage geht ähnlich wie in A vor sich, nur 
muß man die in A Abb. 3 dargestellte Kurve in diesem Falle nieht mit einer Geraden, sondern 
mit der Kurve 

h" k’\? oh? 7) + cos dh? —+ KIN" 
lbao Ih 165 sın W) 


I 


zum Sehnitt bringzen, die für 9-0 in die dureh A Gl]. (27) dargestellten Gerade übergeht. 


Zusammenfassung. Ausgehend von der Bewegungsgleichung haben wir gezeigt, da! 
ein Pendel, dessen Aufhängepunkt in einer vertikalen Ebene in rasche und kleine Oszillationen 
versetzt wird, um eine schräg gerichtete Mittellage kleine Schwingungen ausführen kann, wen: 
(ie Frequenz des Aufhängepunktes hoch genug ist. Gl. (12) bestimmt die Gleichgewichtslag‘ 
und zeigt, daß sie dieselbe ist wie für eine gewisse lineare Oszillation des Aufhängepunktes 
deren Riehtung und Intensität dureh Gl. (17) und (18) bestimmt sind. 


Ks wurde ein rechnerisches Verfahren skizziert, welches die kritische Frequenz und di 
\ittellage für eine beliebige Frequenz bei beliebig gerichteten Oszillationen des Aufhäng: 
punktes auch dann zu berechnen gestattet, wenn dieselben nicht als rasch und klein aı 
eesellen werden können. 


/um Schluß sei mir gestattet, Herrn Professor Dr. Rudolf Weyrich meinen Dan! 
auszusprechen, der die ortsetzung dieser Arbeit ebenso eefördert hat wie ihren ersten Te 
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Die einfache Diffusionsfunktion. 
Von A. T. Me Kay ın London. 


Studium des Diffusionsphänomens, das dureh die Fieksche partielle Differentialgleichung 
-harakterisiert ist, wird man vielfach zur Anwendung einer Funktion veranlaßt'), die ich 
einer früheren Abhandlung als „einfache Diffusion“ (simple diffusion) bezeichnet habe’). 


Diese Funktion, die ein Integral eines Thetafunktiongrenzfalles darstellt, ist durch die 
sende Reihe definiert: 


S 9— (2n+1)?x 
n? h (2n+1)? (l). 
ır alle positiven Werte von . ist die Reihe offensichtlich konvergent, und während = von 
ll bis Unendlieh steigt, nimmt die Funktion von Null bis Eins stetig zu. Für kleine Werte 
n ce sind aber auch die Reihen y(r) und ihre Ableitung y"”(«) sehr langsam konvergent 
ını deshalb für Auswertungszwecke unbrauchbar. 


Der Zweck dieser Schrift liegt darin, schneller konvergente Reihen für diese Funktionen 
uszuarbeiten und gleichzeitig gewisse Eigenschaften derselben darzustellen. Außerdem ı1st 
ein Nomogramm und eine kurze Tabelle der Werte von y"(.) beigefügt’). 


In der angeführten Abhandlung?) ist bewiesen 


| 


) Bd ) 
v(z)=(tanhzg/2)| , (>). 
2 
N h de 
wobei 4 =|, ein Bruchoperator ist, wie er von Lleaviside angewandt wird. Ferner 
A 
Ü+ix 
= 3 
| ‚v°tanhy z 
yriar) ) ‚\e: L > 5 N u a Fe 2 A 
am za 
( ie 
wobei * >0O und @©=-y- 1. Der Ausdruck (1) kann ohne weiteres abgeleitet werden vom 


komplexintegral (3) dureh direkte Anwendung des Residuumprinzips von Cauchy. 


& -£bene 


> 


594) 








Betrachtet man das Integral, das unter (3) gegeben ist, so ist, da der Interrand ein- 


tig, eine Transformation möglich, indem man 2? setzt. Also: 
ur \ 
| ‚xitanh/ _ 
7 (ar) se” _ d N; x ; x - Ä 3 j ; A ; } A. 
„TA ne 
Be 


')Z.B. Me Bain: Zeitschr. Phys. Chem. 68, 471 (109. — Friedmannı, Kraemer: J.A.C.S. 52, 1295 (1930). 
man: Trans. A. 1. Ch. E. 27, 310 (1931). 
*) Proe. Phys. Soe. London, 42 (1930\. 
Werte von (x) sind bereits von mir in der oben erwähnten Sehrift gegeben worden. 
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Setzt man / für das durch Gl. (4) gegebene Integral, so ist 
I(bC)=1(BA)+I(AD)+ I(DC) 


Auf dem Were DC schreibt man nun 
Es ereibt sıch dabeı 


= Re!®, wobei R=(2n+1+:e)7]2 und 0<e: 


Io 


> 


’ | —— x R2 e210 iQ } N 
IiDUC)= S \e” tanh (Rei®) 


Da cos20 im Integrationsbereieh immer negativ ist, kann angenommen werden, daß voraus: 
vesetzt 2 >00 ıst, I(DC)>0V0, während R>x. Ahnlich I(AB)=-0 beim Grenzwert. Man 
hat jetzt: 


| x ® ( 
(ae) = ie BE. . MM 


AD 


> 


Die Ableitung von y(.) ist deshalb 


| xt u 
v(z)= ;\e” Vs 1 ee u E ; 
ni 
AD 


Aus Gl. (7) erhält man dureh Teilinteeration 


v(r)= Ir (+ ;\e"" dad te 2) 2 — fl ‘) 


ID 


Da der reelle Teil von Z bei jedem Element des Weges AD größer ist als Null, so kann das 
Binommalelied in (9) entwickelt werden, und zwar 


4 yY Ix ne Yy d . 
yv(ar): Ir y" (a) + | N" [jr +1 \e 12 - _ a ; 
ze ! 
| nr S 
ID 
Betrachtet man nun das Interral 
I( » u ‚dl 
TEN 0 a ass nen a 
ni, \ 
AD 


und differenziert mit Bezug auf vw, wobei ra/y.r = u, so erhält man 


\. us.dE (1: 
du av. 
ID 
Ic | | p- mul ‚ 
\r a ee a : \ 
TE. v7 
I 


Aus diesen ereibt sieh, naeh Inteeration unter Beachtung, daß T=0 wenn 2 = Ist: 


u 





Any 


M 


TAlıs- 


Man 


(7) 


() 


(Io) 


(I: 
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\ıınmehr in Gl. (10) eingesetzt: 
_ sei z a u-|” = 
y(a) =2 0 y” (a) +8) (—-1)"t!_; \ Et rs 
| = 
rı/Vex 
\uf Gl. (8) zurückgreifend erhält man 
5 | E 4 2 
v (a) ;;\e” | =; las. N (16), 
a" I1+e-2: | 
AD 
| x62 > 
— 9” I; Ze (—1jr rle-?ı \ BE. Basörn, . dan). 
ni | | 
ID 


Durch gliedweise Integration und unter Anwendung des aus der Gl. (13) gewonnenen Resultats 
wird schließlich abgeleitet): 


r?2n? 


"(,r) en ; > N, [jr +tle a 


U 2] | n } 





(IS). 


Die Gl. (15) und (15) liefern die Entwicklungen für y (“) und y" (#e) zu Kalkulationszweeken 
für kleine Werte von #. Ausführliche Tabellen der in Gl]. (15) enthaltenen Fehlerfunktionen 
sind in „Tables for Statistieians and Biometricians* (University College, London) angeführt. 








Nomographische Darstellung der einfachen Diffusionsfunktion. Bei praktischer Anwendung 
ler einfachen Diffusionsfunktion auf physikalische Probleme ist die Veränderliche x gewöhnlich 
us zwei Varlablen zusammengesetzt, nämlich einer Zeitvariable und einer Konstante 7, die 
von der Diffusionskapazität und der Dicke des Blattes abhängt. Demnach kann durch Ver- 
wendung von At an Stelle von «, unter Berücksichtigung der parabolischen Annäherung, die 
us Gl. (15) und (15) sich ergibt, das folgende nomographische Schema abgeleitet werden: 


c 


160 (Kehrwert von y)'z2, 0 | 
S004 (OA, 1 
321 R so the, 1 


BYE 


. üe as ' In t9o-+ N? 
’, Das Resultat der Gl. (18) kann man auch erhalten, indem man beachtet, daß die Funktion y’,-en+2o+1)®i 
u 


m (0) 


'odisch in @» ist. Es kann deshalb mit Hilfe des Fourierschen Theorems entwiekelt werden. 














Is6 Me Kav. Die einfache Diffusionsfunktion ver 
je Ableitung der einfachen Diffusionsfunktion mit zentralen Differenzen zweiten Ranges. 
1 la o* T la Ö° vw (da 
0,00 \ 1,50 0,5004 12 1.0 0.298290 
0] 3.9171 01,58595 51 ‚49497 11 1.1 ‚>DE9IS6 
02 2.239715 18823 52 ‚480942 10 1.2 ‚24416 
0% 2.073069 SS? Ds ‚AND9S 10 1.3 .22091 
1 1.9087 49604 24 47864 \) 1.4 19989 
05 I H062> USI1S 7) ‚47340 ( 1.5 ‚IS086 
6 1.4663? ‚0>109 1 468?5 4 1.6 ‚16365 
7 1.3979 ‚81505 Ay ‚16319 N 7 ‚14808 
In 1.263987 1119 58 ‚AD8?>2 7 1.S .13309 
u 1.1972 VOSDS 2 ‚45333 S 1.9 .12124 
‚10 1.193981 675 ‚60 ‚44851 7 > ‚10970 
‚N 1.0821 >49 61 ‚44377 fi 2.3 HUH926 
‚12 L.UB6SD 144 .62 43810 6 2, VSYSI 
13 HIH1T 360 3 ‚15450 fi 2.5 08127 
14 05903 310 64 ‚12996 6 2.4 IT353 
‚15 Y2ıa> 264 6 ‚42549 6 2. ‚06654 
16 S7114 227 66 ‚42108 > 2,6 V6H2O 
‚17 7112 196 67 ‚11673 5 2.7 5447 
IS ‚SAIHns 171 GN ‚41243 4 2.8 ‚04929 
10 ‚S2400 151 60 ‚40819 N 2,9 I4460 
>) ‚S0315 133 70 40401 5 
21 AND 118 71 ‚39987 5 
2 16574 106 72 9579 | 
2 74890 Be 73 9176 > 
21 ‚73311 8. „74 IS777 I 
> 1827 17 iD 38) » 
6 ‚70420 70 6 37094 3 
21 KOLTOS 64 rar 1610 a 
IN ‚67857 IN IS ‚31229 ;) 
2) KHEHTO 7 il) ‚36853 u 
30 65541 10 ‚S0 6482 7 
nz 64465 11 ‚Sl S6114 2) 
32 63437 1 82 Buy) | 
8 6453 IN 3 35591 ) 
) ‚61511 25 ‚84 ‚32035 2 
35 HOIBOH 32 ‚s5 ‚>4684 7 
3 ‚9736 30 „NH ‚34335 3 
37 INNUN 7 NT 5991 | 
IS DSONG 7 Ba ‚33650 | 
3.) ‚57308 > ‚N 33313 3 
0 Balsam 2) ‚oo „32080 3 
Hl ‚DDS?0 >) Ra 32690 | 
‚42 ‚5110 10 ‚ur 32323 Bu) 
‚43 544>1 IS 3 ‚32000 7) 
.H 33750 17 4 ‚31680 | 
15 33097 16 dh 31363 3 
6 2461 15 Hr 1050 | 
I7 141 14 47 0740 2 
IN ‚51235 3 Is 30434 2 
IH 12 ao „0130 > 






















































Praktische Physik, 
für Unterricht, For 
vollständige neu be 
Leipzig u. Berlin 
»5. Verlae B. G. Teubner. X + 960 S. m. 512 Abb. 

is eeb. 32 M. 


"s bestanden von jeher für den Kohlrausch zwei 
fvaben, erstens den Studierenden der Physik in 
Methoden der physikalischen Mebtechnik einzu- 
‘en und zweitens dem Forscher als Nachschlage 
k für sämtliche physikalische Laboratoriums 
eiten zu dienen. Der Bearbeiter der neuen Aul- 
se hat sieh die äußerst dankenswerte Aufgabe ge 
It. auch die Methoden der technischen Physik 
las Werk in höherem Maße zu verarbeiten, als 
his jetzt der Fall war: damit dürfte der Kohl 
sch auch für den Ingenieur in den Industrie-La 
sratorien eine willkommene, nie versagende Hilfe 


n. 
\uf den Inhalt näher einzugehen, erscheint un 
iv, da das Buch in den Kreisen aller Wissen 

schaftler,. die sieh mit physikalischen Aufgaben be 

schäftieen. seit Jahrzehnten sowieso ein unentbehr 
her Rateeber eeworden ist. Ledielieh wäre zu 


erwähnen. daß der Abschnitt Elektrizität und Ma- 
‚netismus am durehgreifendsten geändert und dab 
eine Gliederung nach der Frequenz des Stromes vor 
nommen worden ist. Den Elektronenröhren ist 
ein besonderer Abschnitt gewidmet, deseleichen der 
Bestimmung von Atom- und Molekülkonstanten mit 
els spektroskopischer Methoden. Daß durch das 
st unheimliche Anwachsen des Stoffes die Seiten- 
ahl ebenso wie die der Tabellen erhöht werden 
nußten. ist wohl selbstverständlich: immerhin zelang 
es, dureh Kürzungen von wenieer wichtigen Ab 
schnitten die Vergrößerung des Werkes in mäßigen 
Grenzen zu halten. was schon aus dem Grunde wich 
tiv ist. weil das Buch in seiner jetzigen Größe an 
lie Grenzen des handlichen Formates eelangt ist. 
Der Herausgeber erwähnt im Vorwort, dab dureh 
lie Arbeitsteilung es haben 19 Mitarbeiter, fast 
le in der Phvsikalisch-teehnischen Reichsanstalt 
tätie, die einzelnen Abschnitte übernommen eine 


vewisse Ungleichartiekeit in der Darstellung be 
inzt ist: er betont jedoch, daß sie mit Rücksicht auf 


ie erhöhte Zuverlässigkeit aller Angaben nicht als 
störend empfunden werden dürfte, worin man ihm 
wohl zustimmen wird: denn sogar dann, 
venn «das Werk von einem einzigen Verfasser her 
ührte, dürfte es menschlich kaum möglich sein, alle 
Ieile auf der gleichen Höhe zu halten. Immerhin 
äre es vielleieht bei einer späteren Auflage mög 
ich, ein noch intensiveres Zusammen- und Inein 
ıderarbeiten der einzelnen Verfasser zu erzielen. 
So ist es mir z. B. aufezefallen. daß die Elektrometer 
(rennt behandelt sind, der Hauptsache nach unter 
ektrostatischen Messungen. zum kleinen Teile aber 
ter den Wechselstrommessuneen. ohne daß für 
se Trennung ein zwingender Grund vorläge. Zum 
ıdesten wäre ein Hinweis an den angezorenen 
len am Platze gewesen. Dies wäre um so wieh- 
er, als die Elektrometer, soweit sie ohne Vor 
lensatoren arbeiten, genau so eut für Gleich 
om wie für Wechselstrom in Fraee kommen. 
eh in bezug auf einheitliche Bezeichnung und 
bildunsen hätten sieh die Verfasser noch strenzer 

lie Beschlüsse des Ausschusses für einheitliche 
melzeichen und der deutschen Industrienormen 
en können. So ist das Träsheitsmoment zwar 

Seite 6 mit J. später aber mit K bezeichnet. er 
ıiruck Direktionskraft für das Verhältnis: Dreh 
ment «dureh Drehwinkel beibehalten. obrleich 


restlos 


‘® Größe dimensionsmäßie keine Kraft ist und 
bezeichnet 
empfehlen, für den 


er zweekmäßige mit 


Aueh 


Riehtvermögen 
dürfte es sich 
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KOHLRAUSCH, 

' Gebrauch 
une und Technik. 17. 
\ufl.. hrse.v.F.Henning. 


Widerstand nur noch den Buchstaben R zu benutzen 
und den Buchstaben W enderültie aufzugeben. Die 
schematische Zeichnung des Differentialealvano 
meters vertrüge eine mehr technische Darstellung. 
ls wäre leicht, noch weitere Beanstandungen an 
zuführen, doch liegt ein solches Zerpflücken keines 
wees in der Absicht des Rezensenten. Denn die 
neue Auflage schließt sich würdig den früheren an, 
was um so höher zu veranschlaeen ist, als eine 
Neubearbeitune mit der eewaltieen Zunahme des 
Stoffes immer schwierieer wird. Es ist nur zu 
wünschen, daß sieh daran auch in Zukunft niehts 
ändern möge: dann wird der Kohlrausch nach wie 
vor das Standardwerk für die heranwachsende Ge 
neration der Physiker ebenso wie für den wereiften 
orscher bleiben. 
VDE 576 


Freibere (Sa.'. Brion 


’. DEBYE, Kernphysik. 348.m.7 Fig, Leip 
ie 1935, Verlag S. Hirzel. Preis kart. 1,60 M. 


Das vorlieeende Heft die 
K.nde 1034 gehaltenen Vortrawes ejbt eine für 
weitere Kreise bestimmte, auszezeichnete Darste] 
lung der neueren Ergebnisse (der Kernphysik. Be 
sprochen werden die verschiedenen Arten der Kern 
reaktionen mit schweren Teilehen. insbesondere auch 
mit Neutronen. die Auffindung der Neutronen und 
Positronen. die Erzeugung und Zerstrahlung eines 
Klektrons (Neratrons) und eines Positrons. die künst 
liche Radioaktivität und die heutiee Vorstellun« 
vom Aufbau eines Kerns aus Positronen und Neu 
tronen. 


lirweiterung eines 


Freibere (Sa.), 


Fr. A. Willers. 577 


Dr. WERNER HEINTZE, Studienrat a. d. Hinden 
burg-Oberrealschule in Eberswalde Kristall 
projektion im Vergleich mit entspre 
chenden Erdkarten und mit einer An 
wendung auf die Laue-Aufnahmen. 
(Mathematiseh-physikalische Bibliothek, Reihe 1, 
Bd. 82.) IV +31 8. m. 27 Abb. Leipzie und Berlin 
1494, Verlag B. G. Teubner. V’reis kart. 1.20 M. 


Ausgehend von den entsprechenden Methoden der 
Kartenprojektion werden die stereographische, (die 
enomonische und die orthographische Projektion 
von Kristallen besprochen und ihr Zusammenhang 
mit der Reflexionsprojektion, wie sie das Laue 
diagramm liefert, behandelt: insbesondere wird die 
Entzifferungz eines solchen Diagrammes durch Über 
traerune in die enomonische Projektion erörtert. Als 
Beispiel dient überall der Berylikristall. Die kleine 
Schrift gibt eine gute elementare Einführung in das 
Gebiet der Kristallprojektion. 

Fr. A. Willers. 577 


Freibere (Sa.). 


Dr. ERICH WAETZMANN, 0. Prof. f. Physik ın 
Breslau, Schule des Horehens VI+65 S. 
m. 14 Abb. Leipzie und Berlin 1934, Verl. B. G. 
Teubner. Preis kart. 1.40 RM. 


Nach einer alleemeinverständliehen Darstellung der 
Lehre von der Entstehung und Ausbreitung «des 
Schalles,. besehäftiet sich das Bändehen mit der Be 
stimmung der Riehtunge, aus der ein Schall kommt. 
und gibt systematisch geordnete Horchübungzen zur 
Ausbildung im Riehtungeshören. Ein Abschnitt über 
„Das Ohr im Dienste des Luftschutzes“ schließt das 
Bändehen, das bei der Ausbildung von Horchposten 
im Flieeerabwehrdienst gute Dienste leisten kann. 


Fr. A. Willers. 577 


Freibere (Sa.). 
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.. KRUPPA,. Technische Übunesauf 

ı für Darstellende Gecemetrie. 1. 
bis 3. Mappe mit je 12 Blättern. Leipzig und Wien 
1392 bis 1936. Franz Deuticke. 

Die UÜbungsaufeaben der altberühmten Wiener 
Schule finden nunmehr für alle Abteiluneen in 
einem Werk vereiniet eine neue Bearbeitung und 
rweiterung, die den veränderten Bedürfnissen ee 
weht wird. Auch wer die Darstellende Geometrie 
nieht unter so elinstieen Verhältnissen. wie sie in 
\Wien obwalten. zu lehren hat. wird aus der Samm 
lunz reiche Anrezung für seinen Unterricht gewinnen. 

Dresien. W. Ludwie, 588 


_ * 


Dr. ERICH SALKOWSKI, 0. Prof. a. d. Techn. 
Hochschule Berlin. \ffine Differentialeeo 
netrie. (G&öschens Lehrbücherei, Bd. 22.) 204 S. 
n. 23 Fig. Berlin und Leipzie 1934, Verlage Walter 
le aruyter & Co. Preis geb. I0.M. 

Die aftine Differentialeeometrie behandelt die 
lifferentialeeometrisechen Eigenschaften  wzeometri 
scher Gebilde, die gegen eine bestimmte Gruppe 
(ftiner Transformationen (z. B. die inhaltstrenue‘ in 
variant sind. Während die synthetische und ana 
Ivtische Geometrie dieser Gruppen seit F. Kleins Er 
laneer Programm ausführlich behandelt und zum 
\bschlußb gebracht worden sind. ist (lie affıine Diffe 
ventialgeometrie eine mathematische Disziplin, die 
erst in «den letzten Jahrzehnten ihren Ausbau er 
[führen hat. Der Inhalt des Buches greift indessen 
weit über den Rahmen seines Spezialgebietes hin 
tus. Sein Zweek ist. dem Anfänger die Beeriffe der 
lensorreehnung vertraut zu machen, und wohl nir- 
vends sonst werden «die Elemente des für (die mo- 
ierne I’hvsik SO WW ichtieen Rieeiealeüls und (die der 
Geometrie (der quadratischen Differentialformen so 
ausführlich und instruktiv dargestellt und auf inter 
® eeometrische Beispiele aneewenidet. Die 
lun®z beschränkt sieh auf zwei und drei Di 
mensionen, die Formeln werden jedoch so geschrie- 
hen. «daß sie sieh unmittelbar auf höhere Dimen 
sionen übertragen. Kin sinnstörender Druek- 
fehler: S. 31 ist statt »? zu lesen 2", 


Dresden. W. Threlfall. 590 


’ 4 
Ssitlll 


Darste 


\LFRED A. ROBB, G eometryoftimeand 
space. Vü WS S. Cambridge University Press 
136. Preis 21 sh. 

Der Gewenstand des Buches ist ein streneer 
synthetischer Aufbau der relativistischen Raum 
Zeiteeometrie. In einem dem kontinentalen Leser 
befremidliceh eneen Anschluß an die Form der eukli 
lischen Elemente werden etwa aus 21 Postulaten 
>)6 Lehrsätze abeeleitet, Bekanntlich ist die 
metrische (euklidiseche oder Riemannsche) Geometrie 
eine Spezialisierung der projektiven sowohl wie der 
konformen. Während man zumeist bei einem syste 
natischen Aufbau von den projektiven Eigenschaf 
ten «les Raumes ausgeht, die physikalisch dureh die 
iriäeheitsbahnen (eeotdätische Linien) eeeeben sind. 


im alsılann «lie konformen Eigenschaften (phvsi 


aliseh (dureh (die Liehtkerel zereben) hinzunimmt. 
echt Verfasser kurz eesaet von «den konformen 


Kirensehaften des Raumes aus. Es wird dabei deut 
daß (die Metrik des Raum-Zeitkontinuums (der 
lieemeinen Kelativiıtätstheorie allein sehon «dureh 
io Kenntnis der Trärheitsbahnen und Lichtwege 
in der Raum-Zeitwelt eeeeben ist und nicht der 
bewerten Uhren und anderen Beiwerkes bedarf. 
/ı einer Klärung der Grundbeerriffe dürfte die zeren 
lie erste Ausgabe bereits vereinfachte Untersuchung 
beitragen. «der angzewandten Mathematik dagegen 
kaum Dienste leisten. Als ein Manzel erscheint das 
verinee Einzeehen auf verwandte Forschuneen. wie 
sivr etwa in H. Wevl, Mathematische Analvse des 
kaumproblems (Springer 1923) zu finden wären. 
Dresden, W. Threlfall. 590 


Ztsehr. f. ano 
Math. und Me: 


Dr. H. DÖLP, Grundzüzre und Aufgabe 
der Differential- und Integralree! 
nune nebst den Resultaten, neu benaı 
von Dr. Euren Netto. 18 Auf. 214 8. ı 
IS Abb. Berlin 1935. Verlag Alfred Töpelman 
reis 1.05 .M. 


Das Schwergewicht des Buches liert in der Au 
eabensammlune. Es sind etwa tausend Aufeah: 
zusammengestellt. an denen der Leser sich im fo 
malen Differentiieren und Integrieren und in di 
\nwendung dieser Operationen auf geometrise| 
Fragen. Minimalprobleme und Reihenentwieklunge 
üben kann. Man vermißt einiges. was für die A 
wendungen von Wiehtierkeit ist: Die hyperboliseh« 
Funktionen werden nieht erwähnt. auch fehl: 
\ufgraben über die Bestimmune von Integration: 
konstanten (ich denke an die Bestimmung der Bies 
linie eines Balkens). Den Eindruck des etwas Ali 
modischen macht stellenweise auch der beigezeben: 
Text. Das Buch ist kein Lehrbuch und will es 
nieht sein. als Aufeabensammlune wird es weiterhi 
nützlich bleiben. Trefftz. 55 


Dr. phil. LUDWIG FÖPPL, o. Prof. a. d. Techn 
Hochseh. München, Dr.-Ing. HEINZ NEUBER, Pri 
vatdozent a. d. Techn. Hochschule München. 
Festirkeitslehre mittels Spannungs 
optik. 115 8. m. 80 Abb. München und Berlin 
1935. Verla@ R. Oldenbourg. Preis kart. 6.60 M. 


Um die Anwendung der spannungsoptischen Me 


thode in der Festirkeitslehre zu fördern, haben die 


Verfasser sowohl die optischen als auch (ie elasti 
zitätstheoretischen Grundlagen dieser Methode unıd 
ihrer Anwendung in einem kurzen Büchlein zusam 
meneefabt. Das Buch ist leicht lesbar geschrii 
ben. bei «em erfreulicherweise eerineen Um 
fanze stellenweise etwas kurz eefaßt. Es wird in 


or 
_ 


lem von den Verfassern beabsiehtieten Sinne eute 


Dienste leisten. % refftz. 601 


Dr.-Ine. BRUNO ECK, Leiter des Strömungslabo 
ratoriuns (der höheren technischen Staatslehranstal 
ten in Köln. Einführuneindietechnische 
Strömungeslehre Bi. Theoretische Grunil 
laeen. VI 
l’reis eeb. 7.80 M. sd. HH. Strömungsteehnisches 
Praktikum. IV + 96 S. m. 140 Abb. Berlin 1036. 
Preis zeb. 6.90 M. Verlaxr ‚Julius Springer. 


Der Verfasser hat sich die Aufeabe gestellt, ( 
Verbreitune der Kenntnisse über die einfachste: 
Erscheinungen der Strömungslehre zu fördern. EI 
hat sich auch um die Ausgestaltung eines Instri 
mentariums bemüht. mit dessen Hilfe strömungs 
technische Versuche vorgeführt und insbesondere (| 
Anwendungen auf flugtechnische Voreänre erläuteı 
werden können. Dieser experimentelle Teil ist 
weiten Bande zusammengefaßt. Dieser Band is 
insbesondere dann von Nutzen. wenn es sich darı 
handelt. eine anschauliche Einführune in das br 
handelte Gebiet zu zeben. 

Der erste Band beschäftigt sich mit den theor 
tischen Grundlagen der Strömungslehre. Der Ve 
[asser macht den Versuch, diese Grundlagen in sel 


einfacher Weise z. B. unter Vermeidung des 6 
brauches partieller Differentialquotienten da 
zustellen. Auch abgesehen davon, daß bei dies 


Beschränkune in der Wahl der mathematische: 
Hilfsmittel manches beim besten Willen nicht 7 
erklären ist. was der Verfasser zu erklären v® 
sucht. ist die Darstellune nieht immer klar. und « 
\usdrueksweise entbehrt der wünschenswert: 
Schärfe. Einzelne Stellen sind sehr verbesserung: 
bedürftier Trefftz. 


I. 
134 S. Mit 155 Abh. Berlin 1935. 























X er vr , Buchbesprechungen Is: 
lei ie — EEE 
of. Dr. HANS LORENZ, Ballistik,. die instrument” der Askania-Werke mit unpersön 
de ehanischenundthermischenGrund- liehem Mikrometer durchgeführt, 
wi en der Lehre vom Schuß. 3. Aufl. Die Genauigkeit des ermittelten Längenunter 
” Ss m. 6? Textabb. München und Berlin 1935, schieds ist + 0.013 s oder rund #35 m. 
Yla® R. Oldenbourg. Preis geh. 4 M. Zu bemerken ist noch, dab beide Messungen nach 
ın 2 ae a den von E.Kohlschütter für die vierte Tagung 
In drei Kapiteln: 1. Innere rn RK der Baltischen Geodätischen Kommission bearbeite 
Au ‚kung auf die Schußgeräte; 3. Aubere il en e ten Vorschlägen und Richtlinien für die Bestim 
} ndelt an ne Un 7 mune von  Längenunterschieden  durehgeführt 
> sehe ‚runalage (e ‚Pe ) N > ir 
10 m an Umfange des Buches muß der Ver wurden, j um 
de ‘ser sich naturgemäß versagen, auf Einzelheiten Dresden. ’. Werkmeister 59 
> s Näheren einzugehen. Als eine Einführung in “ . 
= © Ballistik sei das Buch allen denen empfohlen. J. HM. WEDDERBURN, Lectures on 
A en es zu einem eingehenderen Studium an Zeit Matrices. (American Mathematieal Society Orllo 
air ıneelt. die sich aber doch aus einem berrüßens guum Fublieations, Vol. NV.) \Il 200 >. 
hie «rten Interesse heraus über die Problemstellung New York 14, publ. by American Mathematical 
vn sl (die wiehtigsten Tatsachen der Ballistik orien Soeiety. Preis geb. 3 8. 
Al eren wollen. Trefftz. 604 Vorlesungen über Matrizen. die der schottische 
== Verfasser seit 10920 an der Universität Princeton. 
ze VDI-Jahrbuch 1936, Die Chronik der Technik. N. .J. USA gehalten hat. Neben dem Lehrbuch deı 
A Ierausgegeben im Auftrage les Vereines Deutscher analytischen Geometrie von Scehreier und 
ae Invenieure von A. Leitner VDI. XI 192 Seiten Sperner, das einen elementaren Charakter hat, 
I Berlin 1936. VDI-Verlag. Preis 3.50 M. ist dieses Buch die einzire neuere Darstellung, ins 
\ls wertvolles Hilfsmittel für den wissenschaft hesondere der Wlementarteilertheorie, wie sie sieh 
ichen und praktischen Ingenieur hat der Verein seit \\ eiersträ h ‚entwickelt hat. Das Buch 
chn Deutscher Ingenieure auch in diesem Jahre das ist ausgezeichnet und jedem, der Matrizen nötig hat, 
Pri \DI-Jahrbuech erscheinen lassen. Das Jahrbuch wärmstens zu empfehlen. Matrizen spielen ja 
hen. ht wieder einen mustereültigen Überblick über manchmal anderen Benennungen) = vielen phy 
og lie Entwieklunge der Technik im vergangenen sikalischen Untersuchungen eine tolle. 
erlin Jahre. Der Kreis der bearbeiteten Gebiete ist er Hamburg, Blaschke. 600 
|. vejtert worden. Besondere Abschnitte über fein 
Mi mechanische Technik, Wehrtechnik, Büromaschinen, ’. L. WALSH, ’rof. of Math. in IHawarıl Un.. 
wi orstwirtschaftstechnik, Fropentechnik und Werk In terpolation and Approximation by 
Mer eitung sind neu hinzugekommen. Das Werk wird kational Funetions in th e Complex 
ng einer Empfehlung kaum noch bedürfen. Der Schrift Domain. (American Mathematical Society Gollo 
an eiter, Herr Dr. Leitner, kann des Dankes der vielen  quium P’ublieations. Vol AN.) \ 3825. New 
hei, rewib sein, denen das Werk von Nutzen ist, York 1935. Verlag der Am. Math soe. Preis 5 8. 
Um Trefftz. 610. Ks wird die Annäherung insbesondere analytischer 
din Funktionen im Komplexen dureh Polynome oder 
cute BRUNO JESCHKE, Bestimmung des Län dureh rationale Funktionen mit vorgeschriebenen 
04 senunterschiedes Potsdam Danzig. Polen behandelt. Dabei wird die Interpolation und 
». KODATIS, Die Längenbestimmung der „bestmögliche”" Annäherung (wie Methode der klein 
,andeszentralen Kaunas Litauen) sten (Quadrate) verwandt. | Insbesondere werden die 
"’otsıdam. Baltische Geodät. Kommission, Son Tavlorreihen und deren Veralleemeinerungen behan 
abo lerveröffentl. Nr.5. 72 8. Helsinki 1936. Osakeyhtiö delt. Klare und lesbare Darstellun® eines der an 
stal Weilin & Göös A. B. ziehendsten Teile der Theorie der eindeutiren 
che Die vorliegende Sonderveröffentlichung der Bal-  Analytischen Funktionen. 
und tischen Geodätischen Kommission enthält die Be- Hamburg, Blaschke. 600 
1935 stimmung «der Längenunterschiede zwischen zwei 
ches ,aplaceschen Punkten des Ostseeringes und J. M. WHITTAKER, Prof. of Pure Math. in the 


(om Hauptpunkt Potsdam. 


Für (den ersten Punkt Danzig wurden die 

di \essungen im ‚Jahre 1930 von den Beobachtern 

‚steı ». Jeschke und F. Pavel ausgeführt. Die 
Rı Übertragung der Zeitzeichen von Bordeaux, Eiffel- 

str; turm und Nauen auf die Chronographen geschah bis 
nes ıf geringe Ausnahmen objektiv. Die Beobachtun 
ni en erfolgten mit einem Durchgangsinstrument von 
ıteı "istor und Martins mit 75facher Vergröße 
t in ne und 78 mm Objektivdurchmesser und einem 
| ist iehen von Bambere mit 100 facher Vereröße 
Ira nz und 68 mm Objektivdurehmesser: beide In 


h, 'numente sind mit unpersönlichen Mikrometern ver 


hen, Mit Rücksicht auf den geringen Längen- 
En terschied zwischen Potsdam und Danzig konnten 
Vr beiden Punkten (dieselben Sterne benutzt werden, 
] laß vorhandene Unsicherheiten bei den Rekt 
y zensionen der Sterne unschädlich sind. 
la 16 Genauigkeit des ermittelten Längenunter- 
ver les beträgt + 0,0095, was einem linearen Wert 
r n rumd #25 m entspricht. 
; Die Messungen für den zweiten Punkt Kaunas 
Fon len ebenfalls im Jahre 1930 ausgeführt: Beob 
” ter waren B. Kodatis und F. Pavel. Die 
“ “rtragung der Zeitzeichen auf den Chronographen 
ae 'gte (durchweg objektiv. Die Beobachtungen in 





ınas wurden mit einem „100 mm Durchgangs- 


In. of Liverpool. Interpolatory Funetion 
Theory. (Cambridge Traets in Mathematies anıl 
Mathematical Physies, hrsg, v. G. H. Hardy u. E. 
Cunningham, No. 33.) VIE + 107 8. London 1935. 
Cambridge University Press. Preis 6 8. 6.d. 
Untersuchungen über Entwicklungen analytischer 
Funktionen im komplexen Gebiet, und zwar Reihen 


entwicklungen nach Polynomen wie zum Beispiel 
nach Polynomen von Bernoulli. Zusammen 
hänge mit neueren Untersuchungen insbesondere 


über meromorphe Funktionen. 


Hambure, Blaschke. 600 
RAYMOND E. A. C. PALEY, Late Fellow of Tri 

nity Colleee, Cambridge, NORBERT WIENER, Prof. 
of Mathematies at the Massachusetts Inst. of Tech 
nology, Fourier Transforms in tthe Com 

plex Domain. (Amerie. Mathematical Societv, 
Colloguium Publie., vol. XIX.) 184 85. New York 
1934, publ. American Mathematical Society. Preis 
eeh. 3 8. 


Darstellung verschiedener neuerer Untersuchungen 
aus der Funktionentheorie insbesondere soleher, die 
mit den Untersuchungen von H. Bohr über kom 
plexe fastperiodische Funktionen zusammenhängen. 
Obwohl der Überlebende der beiden Verfasser an 








Hochschulen 
Massachusetts Institute of Teehno- 


11 bekanntesten teehnischen 
\merikas wirkt 


lo@\ „lech"). haben die in diesem Buch behan 


leiten Gegenstände nur weniz mit „Anwendungen“ 
zu tun. Kine Ausnahme bildet bis zu einem gewissen 
Grade das letzte Kapitel „Random Funetions“, das 
mit physikalischen Gegenständen, insbesondere der 
Mechanik zusammenhängt. Eine kon 
| Statistik über die in diesem Buch zitier 
ten Mathematiker könnte ihre Reize haben. 


Hamburer, 


statistischen 


essionelle 


Blaschke. 600 


Berichte aus dem Laboratorium für Verbrennungs- 
kraftmaschinen (der Techn. Hochschule Stuttgart. 
Heft 3. 100 8. + 125 Abb. Stuttzart 1934, Verlag 
Konrad Wittwer. Preis eeh. 9.50 M. 


Fechnisech wiehtire umd bemerkenswerte Schwin 
eunesvorzänee zeiren sich bei Gasen in Rohrleitun 
dann, wenn diese an Kolben 
lossen sind. Hierher wzehörige 
Resonanzerscheinunzen Können von außerordentlich 
robem Einfluß auf den „Liefergerad" und damit auf 
lie Wirkungesweise von Verbrennungskraftmaschinen 
werden, So hat sieh bei den Untersuchuneen der 
Spülvorgänge von Zweitaktmotoren gezeigt, daß das 
vAnZze Spülsystem kritische Zustände als Folee von 
Schwinzungen aufweist, die durch das periodische 
Öffnen und Schließen der Einlaßsehlitze angeregt 
werden. Die Herren Prof. Maier und ©. Lutz an 
der T. H. Stutteart haben nun Fraeen zu 
experimentell dureh Untersuchung einer 
künstlich pulsierenden Strömung (veranlabt durch 
rotierenden Drehschieber: weitgehend zeklärt. Nie 
haben vor allem die Lage und Größe der Resonanz 
verschiedenen \nordnuneen (des 
kohrsyvstems festgestellt und in einer Reihe von 
leitsätzen wiehtiee Erkenntnisse vermittelt. 

Im Anschluß an Versuchsreihen berründet 


ven, Insbesondere 
| 


mascliilnen ANnLeStCh 


diese 


Naechst 


ustände bei sehr 


(diese 


), Lut in einer sehr ausführlichen Habilitations 
schrift ein alleemeines rechnerisch eraphisches Ver 
Yahren zur Untersuehune dieser Erscheinuneen (in 


ler Hauptsache nur, soweit es sich um Ausbrei 
unes(Wellen- voreänzre elastischer Art 
andelt). Nach Aufstellune der Bewerungeseleichun 

iehnet «(der Verfasser Drehvektor Uhrzeieer 
Pitt ru lie Geschwindiekeit und Druckelieder. 
Dadlureh wird eine ausführliche und übersichtliche 
Fälle (die sehon im 
xperimentellen Teile vorgekommen sind) ermög 
licht. Interessant und west ntlich Ist dabei lie Me 
thode, dureh die zunächst in den Randbedinzungen 
nur derstationäre Bestandteil. dareeen für den 
\usbreitun Strömung im Rohr selbst 
les Beschleunieuneseliedes der 
berücksiehtiet wird. 
\nsätzen lassen sich viele Frazen nach 
(Größe und Lare be 
Beziehuneen in lineare Form 
ebracht werden können. Die Lösung versagt aber 

in praktisch wichtigen Fällen, wie Leistungs 
ler Resonanz. Widerstandserhöhunge usw.. 
rseheinunzen sind Auswirkungen von 
ieht-Iinearen physikalischen Zusammenhängen. Um 


li I’ verschiedensten 


|) SKIUSSION 


) 
esvoreane der 


Kulerschen Gleiehun®e 


Schon 
nit solehen 
ler Strömunesresonanz. Ihrer 
ıntworten. sofern (die 

erade 
Iıe lart I 


lor 1; 
enn «(lese 


ier weiterzukommen, hat der Verfasser in eeschick 
ter Weise ein neues Lösungsprinzip eingeführt: Er 
benutzt die linearen Glieder zur Berechnunzr von 
Größe und Phase der Schwineune und die Glieder 


Veränderung 
Aus (den jetzt gewonne 


zusätz 


öherer Ordnunz zur Bereehnunz der 
n den Mittelwerten. 
nen Fre Feststellung eines 
ichen „dynamischen” Widerstandes bemerkenswert, 
Überwindune u. U. ein Mehrfaches des sta 
tionären Druckeefälles erfordern kann. und der 
manehmal dort in starkem Maße auftritt. wo man 
statisch mit nur eerinzen Widerständen zerecehnet 


ebnissen ist die 


lessen 


\ls wiıehtieeı technischen 


Beitrag zuı Schwin 
lesenswerte Schrift sehr emp 


ıneslehre kann diese 


Buchbespreehungen 




































































Ztsehr. f. ang 
Math. und Me: 


fohlen werden. Recht zweckmäßie ist auch d 
Jjedesmaligze Zusammenstellung der für ei 
bestimmte Anordnunze zefundenen Erezebnisse na: 
der theoretischen wie technischen Seite hin: scehlie 
lieh bestätieen noch die eingangs erwähnten V« 
suche durch gute Übereinstimmune mit den theoı 
Resultaten die durcheeführten Reehnune: 
in erfreulicher Weise. 

Hannover. \, 


tischen 
Pröll. 5 


Internationale Vereinigung für Brückenbau un« 
Hochbau, Abhandlungen. Bid. Il. hrsg. vom Gen 
ralsekretariat in Zürich. IX + 495 S. m. zah 
\bb. Zürich 1034, Verlag A.-G. Gebr. Leemann & ( 
l’reis 34.80 Fr. 

Das Werk zibt mit seinen 29 Arbeiten einen sch: 
nen Überblick über die eerenwärtize Kntwieklun 
des konstruktiven Ingenieurbaues und befaßt si 
nahezu mit allen theoretischen Fragen, die hierb: 
Bedeutung besitzen. Wenn auch einige Arbeite: 
im wesentlichen nur bautechnisches Interesse b» 
sitzen. so sind doch auch zahlreiche andere voı 
handen, die ihre Aufsabe in der theoretische 
Durehdrinzung «der bautechnischen Gestaltung eı 
blieken. Das eilt insbesondere von den Beiträge 
F.. Chwallas-Brünn, welcher die Stabilität gedrückte: 
Rahmenstäbe und das Tragvermözen statisch unb: 
stimmter Stahlbautragwerke behandelt. Eine ähn 
liehe Untersuehun®e stammt von X. Freudenthal. 
Prag, der plastizitätstheoretische Methoden bei deı 
Untersuchun®e statisch unbestimmter Traewerke as 
.isenbeton erörtert. Die Theorie der Flächentrag 
werke ist Gerenstand zweier Untersuchungen von 
.. Gruber, Wien. Sie sind der Berechnung zylin 
bierungessteifer Schalen unter beliebigen 
Lastangriff und der Berechnung pyramidenartigeı 
Scheibenwerke und «deren Anwendune auf Kamin 
kühler gewidmet. Die Nebenspannungen in Fach 
werken sind in 3 Aufsätzen von X. Efsen, Gentofte. 
Dänemark. J. Ridet, Paris, und L. Santarella. Mai 
land, behandelt. Zwei Arbeiten über die Theorie deı 
Hängzebrücken unter Berücksiehtieune ihrer Form 
änderunze stammen von D. PB. Steinmann, New 
York. und S. Timoshenko. Ann Arbor, USA, Di 
Dauerfestiekeit von zenieteten und zeschweibten 
Verbinduneen. deren Bedeutun®e für die Sieherhei! 
der Stahlbauwerke mehr und mehr erkannt wird, ist 
in 3 Arbeiten von K. Schächterle, Stuttgart, E. H. 
Schulz und H. Buchholz. Dortmund. untersucht wo! 
len. St. Bryla. Lemberg, behandelt an Hand vo 
Versuchen die Schubfestirkeit von zeschweißten 
"Jankennähten, während Chr. Noekkentved, Kopeı 
haren, in einem Aufsatz über den Winddruck an Ge 
bäuden den Einfluß der Modelleröbe erörtert. Aue 
die übrieen Arbeiten bieten manche wertvolle theo 
retische Erkenntnis. «die zur Lösung technise 
wissenschaftlicher Aufgaben beitragen wird. 

Dresden. K. Beyer. 60% 


(lriseher. 


Internationale Vereinigung für Brückenbau und 
Hochbau, Abhandlungen. Bd. Ill. Hrsg. v. 6 
neralsekretariat in Zürich. VII 138 S. Züri 
1935. Verlae A.-G. Gebr. Leemann & Co. Pr: 
brosceh. 30 sIr. 

Das Werk enthält 21 Abhandlungen in deutsch: 
französischer und englischer Sprache, von dene! 
Anzahl Interesse 
sitzen. Die Stabilität des auf Biegung beanspruc 
ten Träzers ist von F. Stüssi. Zürich, die Kniekun 
der rechteekieen Platte bei veränderlicher Ran 
hbelastune durch Shizuo Ban. Kioto behandelt wo 
den, während sieh K. Kriso. Brünn. die Knie 
sicherheit der Druckzurte offener Fachwerkbrück: 
und A. Hrennikoff. Vancouver Canada. ein ähı 
Thema. nämlich die elastische >Stabilität v‘ 
kleineren Fachwerkbrücken. als Aufgabe wähle 
Die Statik der Scheiben ist durch einen Beitra 
von H. Craemer, München, vertreten, der die Beaı 
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ruchung durcehlaufender Tragwände durch Massen- 
ifte, insbesondere durch Reibung untersucht, 
rend E. Gruber, Wien, seine Arbeiten über 
twerke durch die Berechnung äußerlich statisch 
bestimmter prismatischer Scheibenwerke ergänzt. 
l,affaille, Paris, liefert eine allgemeine Unter- 
hung der Regelschalen. Der Einfluß der kleinen 
rschiebungen auf den Spannungszustand von 
‚venbrücken wird von A. Freudenthal, Bielsko, 
| B. Fritz, Mannheim, behandelt. während A. Haw- 
nek, Brünn, die Mitwirkung der Verformung des 
ırwerks bei der statischen Untersuchung der mit 
em Zweigelenkrahmen versteiften Hängebrücken 
tersucht. Die Auflösung linearer Gleichungen, 
r Grundlage zur Berechnung hochgradig statisch 
bestimmter Stabwerke wird durch einen Beitrag 
nn X. Efsen, Gentofte, Dänemark, und durch die 
ereehnung von Vierendeelträgern mit Iteration von 
0, Maueh, Ann Arbor, USA, behandelt. E. E. Wei- 
schließt mit einer Arbeit über photoelastische 
Spannungsmessungen auf Grund von >Seifenhaut- 
ulien an Untersuchungen von J. P. Den Hartog 
X\uch die Arbeit über das schichtenweise 
"ließen in Balken aus Baustahl von F. Kohlbrunner, 
/ürieh. ist versuchsteehnisch interessant und bildet 
inen wertvollen Beitrag zur Beschreibung des 
Bruchvorgeanges. Die übriren Arbeiten von R. 
(oppe. Brüssel, B. Enyedi,. Budapest, E. Foulon, 
Lüttich, Kommerell, Berlin. Noekkentved, Kopen- 
ren, M. Prot, Paris, und A. Spoliansky, Lüttich, 


sitzen vor allem technisches Interesse, 
Dresden. K.Bever 60 


Internationale Vereinigung für Brückenbau und 
Hochbau. 1. Kongreß Paris 1932, Schlußbericht, 
rse, vom Generalsekretariat in Zürich. 715 >. 
1133. Verlae AG. Gebr. Leemann & Uo. Preis 


Der Schlußberieht enthält neben den Ansprachen 
® Diskussionsbeiträge zu den Vorträgen der Ar 
beitssitzungen und die von den Arbeitskommissionen 
ach den Vorschlägen der Referenten formulierten 
chlußfoleerungen. Das Thema der ersten Arbeits- 
itzun® behandelte die Stabilität und Festirekeit von 
uf Druck und Bierunge beanspruchten Bauteilen, 
insbesondere die Kniekunge exzentrisch belasteter 
Stäbe, die Stabilität der dünnen Wände gedrückter 
Stäbe und die Stabilität der Sterbleche von Bie- 
sunesträrern. Die zweite Arbeitssitzung «alt den 
’latten und Schalen im Eisenbetonbau. Die dritte 


Arbeitssitzung war dem Schweißen im Stahlbau, die 
vierte den größeren Balkenbrücken aus Eisenbeton 


zewidmet. In den folgenden Arbeitssitzungen wur 


den Fragen der Brückendynamik, der Festigkeits 
lehre des Eisenbetons. der Verbindung von Stahl 
trärern mit Beton und schließlich Fragen der Bau 
erundforsehunge behandelt. Hierbei sind zahlreiche 
führende Ingenieure des In- und Auslandes zu Worte 
vekommen, so daß der Schlußberieht des Kongresses 
über eine Fülle bemerkenswerter theoretischer und 
versuchsteehnischer Untersuchungen Rechenschaft 
ejbt, die für die künftige Entwicklung des Brücken 
und Hochbaues Bedeutung besitzen. Die Beiträge 
sind zum groben Teil in den drei Kongrebsprachen 
deutsch, englisch und französisch enthalten., 
Dresden. K.Beyer 60 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende Bücher 
eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vor 
behalten): 


Dr. F. HAUSDORFF, em. 0. Prof. der Mathematik 
an der Universität onn, Menzenlehre. 
Göschens Lehrbücherei, Gruppe 1, Reine Mathe 
matik, Bd. 7, 3. Aufl. 307 8. 12 Abb. Berlin u. 
Leipzie 1955. Verlag W. de Gruyter u. Co. Preis 
veb. 13.50 M. 


Aerodynamie Theory. \ General Review of 
’rogress. Under a Grant of the Gregenheim 
Fund for the Promotion of Aeronauties hrsg. v. 
W. F. DURAND, Vol. IV, A. Betz, Applied Airfoil 
Theory, ©. Wieselsberger, Airplane Body (Non Lift 
inz Systems), Drax and  Influenece on Lifting 
System, H. Glauert, Airplane Propellers. ©. Koning, 
Intluenee of the Propeiler on other Parts of the 
Airplane Structure. XVI+ 434 5. 321 Abb. Berlin 
1935. Verlag Juliys Springer. Preis geb. 25 M. 
Nach Erscheinen des gesamten Werkes erhöht sich 
der Preis.) 


Dr.-Ine. E. KALLHARDT \Dl. Indizieren 
schnellaufender Verbrennungeskraft 
maschinen. und Dr.-Ing. , MAYER- 
SCHUCHHARD, Schwineuneen von Luft 
säulenmitgeroßer Amplitude. Forschungs 
heft 376, Beilage zu „Forschung auf dem Gebiete 
des Ingenieurwesens“, Ausgabe B. Bd. 7, ‚Januar 
Februar 1936. 22 S. mit 68 Abb. Berlin 1936. VDI 
Verlag. Preis 5 M. 


NACHRICHTEN 


Alf Guldberg in Memoriam. 


Der norwegische Mathematiker an der Univer 
tät Oslo. Prof.Dr. Alf Guldbergist am 15. Februar 
eses ‚Jahres an einer schweren Krankheit ge- 
orben. 
\lEtGuldberg wurde am 17. März 1866 in Oslo 
eboren, würde also jetzt seinen siebzigsten Ge- 
ırtstae gefeiert haben. Im Jahre 1892 hatte er 
s mathematisch -naturwissenschaftliche Lehrer- 
amen bestanden und erhielt 1896 den Doktorgrad 
t einer Arbeit: „Om integration av differential- 
uinger av 2den rekke.” Er wurde 1895 Uni- 
"sitätsstipendiat, 1908 Dozent und 1913 Professor. 
ır war eine Zeitlang Schüler von Sophus Lie 
(! hat dessen Theorien auf verschiedene Typen 
ı Differentialgleichungen angewandt. Später 
er sich viel mit Variationsrechnung beschäftigt 
( hat darüber auch Vorlesungen gehalten. Seine 
leutendste Leistung liegt aber auf dem Gebiet 
Differenzengleiehungen. In dem Buche „Theorie 


der linearen Differenzengleichungen” von A.Guld- 
berg und G. Wallenberg ist der gruppen- 
theoretische Teil von Gb uldberg geschrieben. Das 
Buch hat dieser Disziplin einen gewaltigen Stoß 
nach vorwärts zrereben. 

Seit der Jahrhundertwende widmete er der 
mathematischen Statistik großes Interesse: er hat 
auf diesem Gebiet viele Abhandlungen geschrieben. 
Besondere Beachtung haben seine Arbeiten aus 
den letzten Jahren gefunden. Er hat hier die 
fruchtbringende Idee gehabt. die Theorie der Diffe- 
renzengleichungen in der mathematischen Statistik 
anzuwenden. Auf besondere Einladung hat er 
darüber auch Vorträge im Institut Poincare zu 
Paris und an der Universität Prag gehalten. 

Die vornehmsten Eigenschaften von Alf Guld- 
berg waren aber, trotz seiner wissenschaftlichen 
leistungen. seine Menschlichkeit. Bescheidenheit 
und Hilfsbereitschaft. 


Oslo. l. Johansson. 609 
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Ztsehr. f. angew 
Math. und Mee! 





Internationaler Mathematiker-Kongreß Oslo 

13. bis 18. Juli 1936. 
’rorramm 
Montar, den 13. Juli: 
20 Uhr: Empfang der 
len Rektor der 
halle deı 


les Konzresses, 


Konereßteilnehmer «dureh 
Universität zu Oslo. in der Fest 
Universität. Karl Johanseate 47. 

Dienstar, (den 14. Juli: 

9.10 Uhr: Eröffnunessitzune in der Festhalle 
der Universität. Kröffnungsrele von Herrn 
Professor Carl Störmer, Präsident des Organi 
sations-Komitees. sowie offizielle Berrübunzren. 

10.15 -11 Uhr: Vortra®e, 0. Störmer,. Pro 
eramme for the quantitative diseussion of eleetron 
orbits in the fiell of a magrnetie «dipole, with 
applieation to eosmie rays and Kindred phenomena. 
"esthalle der Universität. 

11.15—12 Uhr: Vortrag, R. 
Theorie «der reenlären Funktionen einer Quater 
nionenvariablen. Festhalle «der Universität. 

15 18 Uhr: Sektionsvorträgre in der Universität. 

Mittwoch. den 15. ‚Juli: 

9-10 Uhr: Vortrae, E. Cartan. 
eus sur Je röle «de la 
plus Lie le 
moderne, 
10.15—11 Uhr: Vortrag, C. L. Siegel, ÄAnaly- 
tische Theorie der quadratischen "ormen. 

0), Veblen. Spinors and projektive ceometry. 

11.15.12 Uhr: Vortra®e. A Gelfond. Theorie 
les nombres transeendants. J. Nielsen. To 
Flächenabbildungen. 

15 18 Uhr: Sektionsvorträge in (der Universität. 

>») Uhr: (Mtizielles Fest (der Stadt Oslo, 

Donnerstag, den 16. Juli: 

9—10 Uhr: Vortrag, E. 
schritte in der 
funktionen. 

10.1511 Uhr: Vortrae, U.W.Oseen. 
ler eeometrischen Optik. F. 
nouvelles 


F"ueter. Die 


Quelgues aper 
theorie «(des FrTOUPeS (le So- 


dans «developpement de la geometrie 


polorie der 


Hecke. Neuere 


Theorie ler elliptischen 


"ort 
Modul] 


Probleme 
Severi, Theories 
et questions dans 1a geometrie al 
vebrique. 

11.1512 Uhr: Vortrag V. Bjerknes. New 
lines in Hydrodynamies. H. Hasse, Über die 
Riemannsehe Vermutung in Funktionenkörpern. 


16 Uhr: Fahrt auf dem Oslo-Fjord mit dem Ozean 
lampfer „Stavangzerfjord” der „Norske Amerika 
linje”. Um 19 Uhr wird an Bord Mittagessen ser- 
viert. Rückkehr zeren Mitternacht. Diese Fahrt 


ist (den Teilnehmern des Kongresses sowie (len An 
vehörieen «der Familie kostenlos anzeboten. 
Freitag, den 17. Juli: 
%.10 Uhr: Vortrae. G. D. Birkhoff,. On the 
"oundations of Quantum Mechanies. 
10.15.11 Uhr: Vortrag, S. Banach, Le röle 
le Ina theorie «des operations dans lNanalyse. 
". Landau. Über einige neuere Fortschritte (der 
lllitiven Zahlentheorie. 
11.15 —12 Uhr: Vortrag, J 
ler Riemannsehen Flächen. 3. I van 
Corput,. Diophantische Approximationen. 
15 18 Uhr: Sektionsvorträre in der Universität. 
Samstar, den 18. Juli: 
10 Uhr: Vortrae, A. 


Ahlfors, 


(180 merrile 


Khintehine, Haupt 


ice der modernen Wahrscheinliechkeitstheorie. 
10.1511 Uhr: Vortrae, M. Frechet. Melan 
res mathematiques. N, Wiener. Tauberian 
(sap Theorems. 
11.1512 Uhr: Vortrae, O0. Neurebauer, 
Über voreriechisehe Mathematik und ihre Stel 


erjechisehen. 0, re, The 


lune zur 


of algebraie systems, 


struettre 


| eT 


15 — 18 Uhr: Sektionsvorträre in der Universität 

18.15 Uhr: Schlußsitzunge des Kongresses. 

Notiz: 
eenannten 
sehrieben. 


\bendanzue ist für die im 
offiziellen Festlicehkeiten 


Programn 
nicht vor 


Kongzrebanschrift: Internationaler Mathematikeı 
Kongreß, Universitetet. Blindern, Oslo (Norwegen 


Vierter wissenschaftlicher Wettbewerb der Geseil 


schaft für Zeitmeßkunde und Uhrentechnik e. V. 

Die Gesellschaft für Zeitmeßkunde und Uhren 
technik hat einen Wettbewerb für eine wissen 
schaftliche Arbeit ausgeschrieben. kin festes 


ihema wird nieht vorgeschrieben: jedoch wird die 
Bearbeitung der nachfolgenden Themen angeregt: 
1.Es sind Beiträge zum Sechmierungsproblem zu 
erbringen. 
2,Es ist die Einwirkung von 
und rhythmischen 
tragbarer Uhren zu untersuchen. 
3. 1%s ist eine Verbreiterung «des 
Temperaturkompensation bei 
zustreben. 
I. Es sind eindeutige deutsche Fachbezeiehnungen 
zunächst aus den Gebieten der Taschen- un 
A\rmbanduhrenfabrikation aufzustellen. 


ursehütterungzen 
ewerungen auf den Gang 


Bereiches _deı 
Unruhuhren an 


Die Kinreichungsfrist ist bis zum 30. April 1937 
verlängert worden. Nähere Auskünfte erteilt ler 
Obmann «des wissenschaftlichen Ausschusses (len 
(Gesellschaft. Oberregierungsrat Dr. A Repsold. 
Hambure 3. Deutsche Seewarte, 

Internationale Vereinigung für Brückenbau und 

Hochbau. 


Kongreß in Berlin 1. bis 8. Oktober 1936. 
Die Internationale 
und Hochbau 
Reeierung 


Brückenbau 
Deutschen 
Konereh 


\Vereinieune für 
wird auf Einladung der 
ihren zweiten internationalen 


vom 1. bis 8. Oktober in Berlin abhalten. Folgende: 
Themen werden zur Behandlung zelangen: 


1. Die Bedeutung der Zähiekeit (des Stahls für (die 
Berechnung und Bemessunz von Stahlbau 
werken. insbesondere von statisch unbestimm 
ten Konstruktionen. 

2. Beanspruchung und Sicherheitsgrad im Eisen 
betonbau vom Standpunkt des Konstrukteurs. 

3. Praktische Fragen bei geschweißten Stahlkon 
struktionen. 

I. Neuere Gesichtspunkte für die 
Konstruktion von 
Brückenbauten., 

>. Theorie und  Versuchsforschunge der 
heiten «der Stahlbanten 
schweißte Konstruktionen. 
6. Beton und Eisenbeton im 
7. Baugerundforschung. 
Nähere Auskünfte können beim Sekretariat «ı 

Intern. Vereinieunge für Brückenbau und Hochbau. 

ideen. Techn. Hochschule. Zürich. eingzeho!' 

werden. 


ereehnung und 
Üisenbeton-. Hoch-  wnd 


Kinzel 
für eenietete und © 


Wasserbau. 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 

Die diesjährige Hauptversammlung der GAMNM 
findet im Anschluß an die Tazune der Deutsche 
Naturforscher und Ärzte in Dresden statt. und zwaı 
von Donnerstag, den 24. bis Sonnabend. den 26 
September. Es wird gebeten, Vortragsanmeldunge! 
baldmöglichst spätestens bis Mitte Juli — an deı 
Unterzeichneten gelangen zu lassen. Nähere Mit 
teilungen erfolgen im Augustheft dieser Zeitschrift 


Prof. Dr. E. Trefftz. Dresden-A. 20, Cäeilienstr. 
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